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ORIENTACIUONES SOBRE El_ -TRAERAJL) CON ESTE LinkO

Para estudi ar por este libro debes tengr en cuenta  gue
el conteni do se encuentra en log capitulos del | al 4.

Cada capitulo ests dividida en eplgrates yv algunos de
estos en subepigrafes.

En cada epigrafe encontraras ias contenidos del  curso,
al gunos de ellos destacados en recuadros, y o 2iesgplos
resuelt os que ilustran cémo debes actuar para resolvra.
ejercicios i mportantes que corresponden a esse  contenicdo.
Al final de rada mplgrafe y de rada capitulo aparecen e=jer
ricions que debes resolver para tu ejercitacion y gque co—
rresponden a la materia estudi ada en cada uno de estos.
Les ejercicios que aparecen sefal adas con un asterisco,
son los que presentan un mayor grada de dificultad.

En las gitimas pagi nas del likro aparecen las respues—
tas de | a mayorfia de los ejercicios propusestns, lo qus e
permitirid autecontrolar tu trabajo.

l.os epigrafes marcados con un asterisco son para los eg
tudiantes de los Institutos Preuniversitarios Vocacionalss
de Ci enci as Exactas (IPVCE}.

Aparecen, ademis, las tablas de cuadrados y cubos; las
de las funciones seno, cosenn, tangente y cotangents, asi
cono | as tablas de lnogaritmos, que necesitaras para resel -
ver ejercicios y problemas; también un Memento donde se rg
sumen al gunos eontenidos de grados anterigres que te seran

necesarios para el trabajo en este grado.
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LAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y [ OGAR[TMICAS
Em taz kabklillas de baren con sscribura conorfaorms da
Ya &omca babirldnica (1600 a.n.e.r, se hallan algunos oo

drns ron Las

potarcias de log nimercs, moy parecidos a las

artnalns tabias de logaritmoz. fn estas tablillas con los
suponentes do las diez primeras potepncilas, estan las eee
sultados para las bases 9, 14, 100, 225,... eto. (nupds

absarvarse gue oon todos cuadrados perfectos?.

Se ilustran en sstas oscrituras cunsiformes, problamas
donde s plantzan cusstiones tales como a  gud exponents
hay que alavar un nomero dado para ochiener obra  tambien
prefijado, es decir, lo gue para nosotros actualmente va o
significar cwuil es g2l lngaritmo de este yltimo ndamero, 20
un sistema cuya base es el primern de Ios ndmeros dados.

Aungue 8} trabaio con los exponentes continGa  desarro-
l1l4dndoss, no es hasta 290 a.n.2. gue 21 mas grande de los
matemiticos griegos, Arquimedes de Siracusa, =20 su obra
Arenario menciona la propiedad de los exponentes gue con-—
duriria a la creacidn de los logaritmos. Esta propiedao
Argut medes l1a enuncia de la siguiente forma: la  suma de
los drdenes (exponentes) de varios nameros con la misma
base corresponde al orden (exponenteddel producto de s -
tos numeros.

Mm nbstante estos antecedentes de la nocidn de logarit-
mo, la idea definitiva gue condujo a la invencidén de los
logaritmos, tal como los estudiamos hoy, se daebe al mate—
matico éscncég Juan MNeper (1 550- 1 6£17). Esta idea esta
basada en | a gorrespondencia fgue existe entre la sucesidn
de 10w nameros naturales y |l a de sus potencias.

Meper utilizé como base para sus logaritmos, un nUmEro
irrarional que estudiaras en e]1 capitulo de2 Funciones (se
denota e y es aproxi mdamente igual a 2,715 281) y que en
la matemitica actual e3x la base de un sistema de logarit-
mo= que se denominan, en honor a Neper, logaritmos neperia

nos v gus pstudiarids fambién en ebe capitulo

*1



Mupstras actuales tablas de logaritmos, que aparecen al
final de este libro, fusraon preparadas por 2] matematicro
inglés Henry Brioggs, guien de acnerdo con Neper, decidid
que i1a base L0 seria mas atil en muchos rasos por ser  la
base del sistema de pumeracidn gue se utiliza universal-
mente,

En este capltulo vas a trabajar foundamentalmente con
los 1ngaritmos de base 10y, romo antes dijimos, mas tarde
profundizarids tus conocimientaos con el estudio del namear o

e y de los logaritmos que tienen evsa hase.

XiI



VD E TR
LOGARITMOS. FUNCIONES EXPONENCIALES 1
Y LOGARITMICAS "

LOGARI TMOS
1. Potenciacidn

Desde grados anteriores has estudi ado | as potencias, en
décimo grado se definieron 1las potencias de exponents
real y sus propiedades (punto 3 del HMemento). Debes

tener en cuenta que | as potencias de exponente real solo

e definieron S Ya base es positiva, es decir, en |a
igualdad:
a® = b necesariamente a> O vy k>»O ()

Las propiedades de La potenciacidn pueden ser aplicadas

al cidlculo.

| Eijemplo 1 |}
Calcula aplicando las propi edades de las potencias:
1 E ] i 4
- — = o U= 1 3? S g 8?2
2.5 pat:sx e w [ : ] . { e ]
i m & 1,'.5.
e 20" : 8 £ x4+ P xr ¥ P T o ®
X'n'l %
h F- % x o+ 27 (x o2 -2 1 G+ YO x - ¥
Resol ucidn
1-. 1 i + 1 a+z E © S
a 5% 552 *.5° 5=/ 5 - /s
b | 1 A-2 1 —
3 £ o) =
by 34 T 32 = 3 4 = 3 L
1 “
; . (<l -2} 2
c) [ z ‘] T 7 o= [ o ] ( 2la 2% o o® L og

° 0 E) - EE) -6

8) 20 : 5% = (20 : * = 4* =23




m 4+ 1,
b m ¥ 4,5 = <m ~ 2)_ m + 1,5 - m + 2_ a5
g) - N ¥ = =y

m = Z

L, ) Goo+ 2 e (k- 2)}2
hy (= 83% « (x + 2% =

(v + 2%
. a2, .
_ fw o+ 2 H 2 (v — }*
(v + D7

) e v ¥E T - ¥3 )= [ {x + ¥2) + (y~ 1’?)]3

_ 2_ .9
= {n 2} -

tas propiedades de la potenciacidn  también resultan
tiles para resaolver ecuacianes en las que intervienen po-
tenci as; para estw hay que tener presente gue de !a 1gual—

dad (1) resulta que

l;?i a® = a¥, entonces x = y Ca = 1),

| Ejemplo 2 }
nll

Resuel ve:
o a
ay 2" = 2 by 2" = 4 o V4 =3 D = 27"
Resalucidn
ay 2° = 1
Se
2 = —-;S Expreaandc &4 como potencia de 2
2
2 = 27 ¢ Aplicando definicidhn da exponente negativo.
W - St das potencias de |la misma bose aon igua-
leq, entoncea loe exponantas también Lo son.
by 2% = 47 ey ¥ a* = 32 g 9= 277
b4
[+ _—
2 = (2% 4% = 32 (3% 0= 2
X
e ,210 (22)3 = 25 32:«6: <9
]
s =
x—-1 = 10 2 = 2 2u+h = A
x = 11 w = S = &
3 . = 15
2 -

Observa que para resol ver estas ecuaci anes henps trans-
formado | as mismas en otras con potencias de igual base

para esno aplicanmps la definicidn a | as propiedades de 1la



potenciacion.

Con reflexiones de gste tipo podencs: resolver  ecoacior
nes que reguieren obtros conocimientos.
[Eiewpio =

Resuel ve:
K3

a5 « 2 ‘= 30 Ly 5 T+ B © = 30
S [a" ]z— G2 4+ 4 m O a4 2%% + 82"~ 48 = ©
e) 3= 40
Resolucron
a) 5.2° %= a0 By 5 '+ 5°7%= 30 come 5 '= 5%, 57
2)(-—9: gn : 5 v ._.jx-z . 5;(_ 5*2
2x~3= 1& =¥ (5—1*“ 57%) = 30 axt rayaends factor
prTAs ¢ comlin &
x -3 =4 5"[ —"‘i] = 30
25
w =7 5= 30 . 2°
o
0= 125
9= 9
w o= 3
c) [2"]2~ 5.2%r 4 = 0 i hacemos 2" = y resulta gues
2 e —
Yy o~ Gey + 84 = 0
(y — 4rely — §) = Q
y = 4 & v = 1  Comnoa: 2 v
2= 4 & 2"= 1
M= 2% & 2= 2°
w = 2 s ® = O
a) 2%y g2~ 48 = O Si hacemos 2= y resulta que
Y+ Bey - 4B = O
(y + 12) (y — 4) = 0O
y = =12 & y = 4 Como 2° = Y
2% = 12 & 2 = 4
x Imposible ¥ o o2
2 > 0 para todo x « [K
¥ o= 2

e} 3= 40 Tratamos de expresar 40 romo una potencia de

base 3, pero no podemos asegurar que exista un
namera % que satisfaga |a scuacidn, por tanto,

por ahora no podemns resolver esta ecuacidn. g



Observa que et el inciso d uwuna de las potepcias  halla-
. . ® o
das os negativa, Io gie es imposible ya gque a > O para
todn ® & [R.

. Monotonia de la potenclacidn

Desde orados anteriores conoces que st oa » 1oy b oF 03

ari » b. Apl.cando esta prapiedad a la potenciacidn resnl-

ta:
[ T S 8% ¢ 4 0
- . | Lal
5T a » 1 3 a r o1 51 a » 1 3 < 1
91 a =1t 3 a =1/| i a=1 ; €=y
S0 < oa 41 g ° 1 Si0< a4 1; a » 1
L

Esta propiedad peraite demostrar la propiedad de  mono-
tonla de la potenciacidn.
Tearema |

] . . . ey
a) 9§ a: i, secunple: 3 x < y,entonces a < a.

Y

s . - ® -
hy G1 O < a < 1, se cunple: 91 x < y,entonces a  » &

Demoste acidn
Y -~ ¥ X
= ay .

a) a a
pero y — uw » 0 0y a » 1 por lo que necesariamente
ER A |
pntances a¥= a’e at s a" luege a* < a”
B inciso & se denuestra anadlogamente. P

[Eiempio &)

Compara las siguientes potencias:

1 1
ay 37% y 3° b 0,4° y 0,4 )10 % y 10 ¢
3 *
» (50 [5)
Resolucidn '
a} Coma -2 < & vy la base es mayor gue 1 ; 372 ¢ 3¢
B Como 2 < T y la hase estid entre Q0 y 1 ;5 0,42 g G,4H
c) Como — % <. ~—%— v la base es mayor gue 1 3
-t _
io * < 10 *



il

vy la bage 2std entre O vy 1 3
1

()

L.a estructura del Teorema I, garantiza que se cumpipla su

bl =

)y Lomo

reclpracrs .

Tenremna 2

_ . - ¥, .-
al H1 > 1l, we cumple: 531 a0 < ay,entmntes Wy,

a
. : . SR L.
by 51 0 < a < 1, se cumples 5% a < a%,entmnces E

Ciercicios (epligrafe 1)
1. Calcula aplicando |as propirdades de las potencias.

Considara todas las variables positivas.

1 4
al ¢ 3w by x? ekt ey 10%: 107
z 1 oz %
d) y5 : yﬁ 2) [5 a] z £) aht? a"
-2 1 -1 a
. 1 i ay oz | a . 2 1
@ [4s) S = R o B A N
1
3 Tz a 2 M "
iy 47 @ 4 k) [Iﬁ] Ly 2% « 5
1 3 -
" “ z " 0y
my B : 2 ny 27 0« 2 f1) [th)
o4 s .
o [7*°) pr 11* ¢ 11* w 13277 "7
) 6f; + 2 &f? - 2 <) 3aa'/? —2 nat T V7
z L,
z — Vs 3 3
t) (bz s ] u) [ m —HEL—]
3
m
3 z 10 i i [=1
V) [ at : a” ] W) [bg' p? ] : p°?
1
o, 75 o, 5 —_
®) Y v ] 4. yB
2. Calcula:
i
a) 3. ‘2 S 1% by ()" % (2% »?
3



4.

ey oot m e L £y 9% 3
&
1
g 4%y ot - g hy 1075 4 + =% (5v)?
il x _*
1y [ a@em o) L o i) [5" . 5_9"] .
£) a’e p® . a . pT? 1y (3 2
, . 2 -z -z
o) le. 3”3. & b ") & + & 35 + 5
&% &
2y = - 103 -
- ﬁ.{_fi_’”‘lgo 111-1G o 38 - =.5%, =2,x.1092
iiio 15 - 10
Aplicando las propiedades de 1as potencias, di  si son

vardaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Justi~

fica en caso de ser falsa.

z

a) —} = 10t By 2. = 379 c) a% a? a=a°
TG o

=]
g) 210w zo? e) 10™= 10™. 10 ) 3™ I™? = 3P
0) R Ltx_ 2% hy 2% 4o oX, %
i 10" e o™ 10 iy ae a¥: am%= a¥*YTF (a0
1 p2n+3= Dn+1= n+ 2 (p>0)

LLémy debr ser a, para gue se verifigue gues

. z . 3 ™
a ra Fa ¥ oas. Foa

et
*
a
.

Probar gues
=1 1 < a entonces 1 ¢ a < a? ¢ a
Compara las siguientes potencias:

a) 10y 107? 4 + z

by 51y 57 o W,y 0,3
| 3 3

2 -1 — -
“ [Té] v [16] @ @ yat e 2omy o0er

o [3) () (2]

Resuslve las siguientes sruaciones -

RS

X 1 Ix

ar 5= 125 hy 2%= o oy 10%= 1000
4

) 2= 27 e) 257 1_,1,5- £) 10%= + 100D

gy = 2az hi 8%%= 12g i) 2%= 2%

iy 2 q = 37 k) /&5" = 34 I 3=,



i)

=}

(D]

etormina | as soluciones de | as siguientes

:( +z
A
ay 3 7%= vy 27 =8
4y 36t o 2ie ey (29 = g4
ay (AT o ¥ hy (F9" e
1 2 2
i) [T]" = 0,75 Ly 3% "% |y
2
m 7 e g m 2% . g=
P 4 —
0} Peg¥= A F oy 47T Fo¥s gn Tt
+3
—a 13"
ryo9 m[--i?]
s+
’ a : x*+1
vy 4 4 = &4
Hesuzlve oo siguientes sistemas de
B A R v
a) b}
2)( TRy = b ,:‘K -y = ,]:
e 2 i
. - =Y
7%, 72Y - a9 ¥ s 2
dy K e) - &y
7. o 1 3. e a¥
: 3

1
3, » wat
&% Zayv & vy (2% 0
o ! o 1
(390 = = Py T = =
ﬂ "y
»
2= R /La 5) 4=
_ 1
*® I ¥ 1
= s vY 4 = B
2 — “=
24 4
V)
— 4.
= _ 27
hart 125

ty W

w}

aCyaciones:

w2z 1
cy 7 = o
1) {Ex)xwim o
1:‘ 51( '2)24 E!__ f.
13 5%% TP on
=1 2
mroa ? =" !
) (ZFy*.9%= 27
£y (%= L
LS
2 .
w) (T Y <o 9‘/;

ergaciones:

)

2

.
x 2 -
50577 = 125

£

LA X _
257 .57 -y
.
=
w + =y
z 1
a = .-Z

{ 2]

.::Elx - 4y::_ 4?




[y

Ta& bl cval Dres

i

4

ay g 190 By o1ne 2
d O
gy e T oEoAR g gy F L me oY s O
ey TR oo, Kl o oo £ 8% &+ 1 = 4.
ke
" 2z P |
y R | L oM TE &4 \ 4 = . i
a e B o i - ":__'j""' 2 ; By - Bl - B
Y o ot -
11, Kesuelve las sinuiertes 1necuaci ones:
s 3 ek | 3 . v e -1
ay =2 > 1A hy 5°%. 5 125 cy 2Fe 3 oz o9
- 2 1 x 1
a— £ . A L. -
4y 77T o oag =) 4% 24 g £) {] an
hy P 27 o T
2 =
- ey M Tr M
3} 2 + 3 £H4

51 C = s resued

14, Sablendo gue:

=

ERE

L3
.,;.(E +Frd

1

determina o1 valor de £2

Logaritwmacicn

Ya monoces gue una de las operaciones

potenciacidn es 1a logariimarsdn.

Definicidn 3

o= 5
I
o 3
e b} = e
A}
oo wio 4y o+ D
L L

1

invercas de

Bados dos nameros reales a v b (a > Oy

e

1lama logaritmo en base a de b v ose

Al numero x gue satisface la ecuacidn

)

a ™ 1 v i

denata

¥ = b

logab

= =

H




Simbalicamente: loqab = w51 oy solo si a'l = b

{ Eiempla i }

Calcula
1 . , _
ad logziﬁ bD log3 5% c) 1og%-af Fa do 1093( 13
Resalucidn
a) Se plantea | a ecuacidn 7" = 16, entonces
logz 16 = 4, porgue 2* = 16
X
1
b) En este caso se obtiene | a mruacidn I = 57 2 O sea
x _ 8 1 = 3 _ 1
37 = 3% 7, luego lv:nq3 —57 = 3, porque =
1 X
) La ecuacidn es [Aﬁ] = 29 Z
=)
_ " Py
[ el ] = 2 Expresande ambas potencios
3
— en base 2.
oA _ o%
—2n = %
3 -~ —
® = v entonces
- 3
log, 272 = - z s porgue [w%f] s =27
ry
4) Planteamos | a ecuacién 3= -1, esta ecuacidn no tiene

solucidn, pues cualquier potencia de un numera positivo
€s positiva, e5 decir: 1log (-1} no esta definido. g
Observa que en | a definicisan se exige b > O .

[T Efenplo 2 |

Para gqué valores de x estan definidas las expresiones:

a) log (3 - 9% b log Cx“— x)
0,5 4
Resolucién
a) Debe ser 3 — 9% > O , recolviendo esta inecuacidn:
3 — G >0
~Fx > ==
Px < 3
1 .
< 3 — 9 ta -
® Loy | uego lago_S(m Tu) es defini

Lod| =

do =1 W

I



>0,

Err ta figura 1.1 =se

destacan

E) conjunte solucidn

Ubserva que se excluyyen O v 1,

estad dofinido sis

las snlucionas,

resolviendo esta

>

s{x—1) » 0 //

4]

inecuacidn

te—

Loz

0
Fig.
ey (1

BeSa

{0 3 )
Luego
L0 A

b

® > 1

Para que valores de x ce cumple ques:

aj logzx = B

b3 Log_ (x® = 3 = 1

d) logi X + log* ® -6 =0

Resolucidn
a) lngzx j &
b} 1ngzm"4—xl =1

significa que

; - 2
significa gue *®

2% = b4

luego x =

1

1.1
5 o).,
z
lr:ag4 (x “}

) logx Bl = 4

&4

4

- N = 2= 2

resolviendo esta ecuacisn obtenemos dos soluciones

c) lagxﬂl = 4

pera recuerda que por definicidn x

la solucidén.

d) 10942 Mo+ lug‘ ®o— A

v2+v~6'
(y—2}

(y+3)

lLuego

significa gue

Las soluciones sonc:

lugﬂx

il

= 0 Haciendo y =

O 2 Y K2= —~1
significa que x* = |1
w o=k
¥ = *
> 0,

entonces
<
¥ 81
3

lupgp x = 3 es

log4x obtenemos

= 0
= 0
-3 Y Y,~ 2 Ay = log.‘x)
~% & 1DQ‘M = 2
a? & x = 4%
1
Y (o] Moo= 1&

= 1 =
T g Y HaT

14 (x1'xz> O

La definicidn de logaritmo se puedes resumir en la i1den—

tidad:

10



Eota identidad resslta Gt1l en numerosas S buadlones,
[Ejempla 4
Calcula:

Log = Z2log « Log 7 ey 7 + 4
. 2 2 " T
a3 & b 3 3 c) 4 ‘ dr b

Beanlucidn

Htrlizando la identidad (1) tenemas:

Lorey ™ 2log o log 6, =2
P F4 — o9 — 9
a) 2 = O Ly = = [a ]
= AT = IA

Log 7 . { oy 7 tog 7.2
e 4 o= [23) S [2 * ] = 7" = a9

Log ¢ + 4 Log 7
d) & G = b g, LH = T o B = 4F =

EFl siguiente teorema maestra gue La  legarttmacidn &

una operaclidon mondtona .o

Toorema 1

ar i a 1 de b > o resulta 1DQ}D i iugau.

by 81 0 <L a < 1 de b > resulta log b < lngan.
= w

Demostracisn log b log o

a) Supongamos lngab = lugaF entonces b = a > % a # = e

Pues g > i, == decir, h £ c |0 que rontradice la hipdte-
(=

Sis, luego log b > log c coma se quiere.
&R

b} Se demuestra de forma anidloga,

| Ejemplo 5 ]

a) Compara log 17 y log 21

b)Y Determina el valor de x que satisface

1> 3 ¢ g 2 log4x < 3
Resolurisn
2 lag 17 < leq Pl , porque 17 <21 y 5> 1
B 1) pe 39, se deduce gque 10@33x < 1og 9,
2

0 s@a, x

11



2y D diag o o Dy e dedoce gque 4 AT

O omea, 2oL L4

pera comy ¢ 2, entonces fa solucian s 000w D A% g
iAtencion! dagur e aplica 1a monotonm a de las potencias.
Eilercicios (wpilgrate )
o Zadouia

@) Lo O b Lo LA ol log 4 d) log 1

g % 14 S
1

o] £% Ten 100 3ol T 3oia
=) 3 ‘ng_hd o} 1“n,0 16 ¥ 1ugj/za
3 J i 2,5 k) log 9Y 3

di-
Lo 5 b Log I
ng uga

—

ny 2

“laog @ L
fir 3 o) leg, {b e b ] th >0 , b= 1)
3

Y. Halla el valor numérico de las siguienfes axpresiones:
) 19@77 + 15932? - 2 lugioﬂ,ﬂl
D} lﬂqxﬁl + iagz é - 1gg5125
o} 10@232 - 3 ilog 1o+ lng“u4 - 1mg“fﬁ

_/;!-\ z

. i .
) Lmqiuiﬁu - 509100,1 + 10@10 —oon T °

=) logmzﬁ + Vriogzlﬁ - lﬂq4 El

L=

+ ff; log 0,1

=

) -

£ ire i - = 1g
ugh’B log
Yoo i
jJEI

gy & H lmgzﬂ - log

& -

4
Loy 3 -
ny 41093 4 1psle9E Log, 625
21 e M} 1 “
N 9, 093

k)
. 93 = -
PR . 1Dq3v3,‘A 27

. - 18 ) 1 . -
R + 4 Iogn & lnquldl

S. Batcuta 21 valor de 2 en:

o 1 e me e 3 - - GO = -
@i 1mq¢64 “ b 1mgx9 2 <) Ings

W) log 1= ow =) log x = =3 £} log ¥z = 1
I *

12



g) log 4 = u h? lugiﬂx = =02
¥a -
Deapeja r en las siguientes fornul ass
al prﬂ q By p o+ qt: = [

e

d) 3p =g + 2 e} - pr ~ g o=

Indica los valores reales que pusden tomar p, G, ¥ Yy

en las expresiones que obtienes.

Para qué valores de x estan definidos los siguienfes

términos:

N h|

4 ]
ar 1 Oq!s-:rﬁ‘( hy 1 Dgg ;E“ c) 1 Dg4 “;:"‘T
@ log, _ t4x — 3 e lmgz(}{z— Sk o+ &) §) log _Ge-id

- R
gl lugﬁ(ﬂx) h} 1Dglf? (o—x) iy 1ng(d + 3)
i) leg B ) mga[:ﬂ‘-—?;—i]
1) log [21“-+—1] m log O 3x - 1)
0,5 N 1.2
Tu e : oK
n lugﬂ(Sx 7% &) i} lug‘tzw;—ll
z z
n)lugz(—x + Gu) pl 1uq?(é + oy - ow)
2 . 12% + 372
g} lag (2x"+ x - &) r} lugs "2 - =
N k- e o+ 164
Z ‘2 —
s} log, B B S A t) log, a2
x4+ 2w -~ 63 i P
u)d lnga(xz— 10x + 25) v) log (—x%1 (a >0, a = 1)
<
Resuelve las siguientes ecuaciones:
1
a) log.x = 4 by log = = 2 ©) logx =
.f; A -
d} 1 - w - = . = 2
UQORN 3 el lngs(bx 1) 1 ) 1D942x 2
9} lag (3x - 2) = 4 h) log (x + 1) = 2
ERL)
i) 1 z. @ § 2wy by
Dgio(x 15x%) 2 i) lng?(Ex 300 1
k) 1og [X* 5] -y 1} 2 log (Zx — 2) =1
alw — 1 og (2 P
m log x =4 ny log (x %) =1
2Vz Ltz

13



x ~ 8
) = . = 2
1 100;9(10@9}:) Lps o) 1094[:( — ]

2
2 _ .2 =
R ]ngz(x + 4x — 9) = —4 q) lags( ® o+ DN lnggb
ri log Ys = u + 2,6 _ 5) 1Dg216x = fx — 2

Determ na e conjunta solucidén de:

a) 1ug2(z2+ 5x + ) - log 125 + log 128

2
b) log, (11" Toarx + 20, o 5

(o) (lug2:<)z-— 2 lngzx - 3 O

i

d) lug:x -5 lngax + &4 =0 e) log:x - lagsx = 0

) log?8x= x? g) 3 lng:x + 2 lagzx - 5 =0

z _ . 2 _
h) lngd(x 3y =1 1} 3 lcggx + 4 logax = 2 10924
i) log (x"- bx) = 2 k) logix + 5 log x = 4'°%°

1)109{4:(_5—):101; ‘/;-l-lng'?
a g 3
')
lngstﬂx + 11)

m) lug5(r«: + 3) =2

Resuelve las Siguientes sistemas de ecuaciones:

( log_(2x - y) = 1 [ log (x + y) =3
a) ¢ b) < log 2
log (3x ~ 2y) = 1 ‘ ¥y =5 °
((log (3x + y) = O [ lag_(3x - 2y) =1
) ﬁ d)
log (x — yy = 2 -
log (Zx - y) = 1
| s | 199
i log (x + y) = 2
e toeg 3 > L
x o~y oy 3
a 4 e 2

.

Resuel ve:

&l 9 lugax = 1 & Imgsx

b) 8 1ugj(>¢ + 2) - & = 1095(}{ + 2) + 1
4

) 1 -~ E} - - =

o] mglo(x E) lngio(x 3 0

d} lngms(zx -1y = 1 (x > =3, » = —2)

14



a) lag&ﬂx = 2 ) log (2w — 3y = —¥

1.2
7 o+ 1ngx R lmgiox ~
3 B Tag " W o T 0
R P - o
log x + log & - 1
% . I P
1. Frobar gque: 2= & si No= " —
i log v 27
b 3
11. Para qué valores de x € R, se cumple gues
al 10g3(x+2) 0 b} 1096(23 -~ F) =0
c} logx < O o) lng4(x+2) < 0
2
z 2 - =
. 3 3 + fom + 2 N
e) log [—i_f—-’f] < 0 3 mgm[“ _ L’ ] v 0
z " x® - 25
) log (=217 £ 0 W 1o 22 = 0
¥ g R - s ® -

i) 1ugm(xz 4+ &x + 10} > O

12. Determina los valores de % que satisfacen:

ay 2¢ > 1 b) 3 ¥t < g7 c) 167% < 128
d) - = L ) log x < 3 ) log {(2x) > 1
=¥ 9 L] ;]
“r K +* 2 2
gl 1Ug.‘ (Fx+l) £ 1 h? ].Dgz[“—'""g——'—"] > 2

13. Halla dos numeros cuya suma es 22 y la diferencia de

sus logaritmos de base 10 es 1.

PROPI EDADES DE LOS LOGGARITMOS

3. Otras propiedades de Jos logariteos

En este capiltula has trabajado con algunas  propiedades

de los logaritoos como son:

iog b
x Tdent 1tdad
log a = 1 ; log ! =0: a A = n
a 5 fundament ol
K& » O ; A& 1 ; b > o) Llogaritmica,

Ademas de estas propiedades, los logaritmos poseen
Btras gue sirven de base al calculo {y en la resolucion de
Stuaciones y problemas). Citemps algunas gue se  aplican

frecuentemento.



Tearema 1

Si b0, c >»Dwva>0¢tal que a= 1, c # 1
entonces se cumple:

al loga(b-\:) = logab + 10931:

bt lnga[ (t—:’ ]

) lt:n;;ab’c = % lr_-ugab

]

lagab -1 ag_c

d} logac . lugcb = Ingab

i
B2} log b o= = Logab {x & o}
* *
a

Demostracidn
leg b + log ¢ Logab Logac
a} Se tiene que a ? A L oa . a = b « C

luego par definicidén tenenos:
- = +
loga(b c) 1ngab lagac u
Esta propiedad se generaliza al caso de un producto de
mas de dos factores, a sea,

SEAN 3 43 yH _yu.wgX se cumple que:
i 2 3 n

. *u o cLa. % ) = 1D x+ 1 ¥+ ... + lo S
Iaga(x’ Xz %, »:n a, ® og 2 9, N
Leg b - L | b
a ga' Ogac a aga b
h} Se tiene que: = =
Log _c c
a
! a
luego 1o —b—] = 1log b - 1og
Qa p 9. ga ]
. xleg b log b. x
c) Se tiene a & _ [a a] - b¥
X
luego lngat: = x-lngab m
En particular s1 x = r% tenernos que:
n . L L
log b = log b" = —+tog b.
= a n a
d} Se tiene gque
Logac * Logcb [ Logac ]Logcb Logcb
a = a = C = b
| uego log, b = lag, ¢ - log_ b =

De esta propiedad resulta la férmula del canbia de base

14



1uga ks

[ 14:11;1a [
lmgeb 1Dgah ;
e) Se tiene gque: log x h = . = = T Vog a £= ; log b
a iog a " E ' A
a

[ Ejemplo 1 |

Expresa como una suma de logaritmos:
. 5,15 - 45,3
) logd(3,25 0,64 - 1,562 b 1oga[ B OB

. 4,1 + 26,4
©) log (28" 35,4 ¢ 71 @ 10%/ 8.2 - 6,5
Resalucidn

al lnga(3,25*0,64°1,58) = 10963,25 + 1Dga0,64 + 1Dgﬂ1,58

16°45,3
ke L] = x —
0,061 ] log 5,16 + log 45,3 — 1ag,0,061

©) luga(ZBg' 35,4 ¢ Vas ) = 3 IDQQZﬂ +10ga35,4 — i lnqalﬁ

q4.1+26,4
d) UL St B
log /' ~8.5%.5

1
=5 (lmgqﬂ,l + loga26,4 - lagaB,R - lnqu,S) -

b) log

[ Ejemplo 2 )
Calcuylas

ad logsa . logzaﬁ b log?3 . 109549 eh 109332
Resolucidn

a) log 2 - log 25 = log 2% = 2

b) lug?S . 109349 = lng?49 = 2

log_ 32
<) I.Dga32 o= z

o
|

_i_,..__,____‘.__
Dng
Expresa comc wn solo logaritmo:

ad 1ogaao + 1oga6 - 1ogu1g

b logq7 + 3 1ogu3 - % log 9

1
<) 1 .,
og 81 + log 20 - logﬂa - 2 log 3

2
1
1
3 (log 5,1 + log 3,8 - log 4

17



Resglucidn

a) 1og 20 + log 6 - log 12 = lnga[ 0.6 ] = log_10

3

. .
b} lcrga7 + 3 IBQGE - é laog ? = 1og [—Z-—«i-_] = log ?f"___
. < =9 _/T\ [+8 B}
1 - ¥ Be ¢+ 20
y oo — - 3 = AL Y
[ 5 lmgaBI + 10gq2¢) lngaQ ._Imga i Iﬂga[ oz ]
= log 10
a
1 = a/ 9,1« 3,8
) < (lngad,»l + lcrga?S,B - log 4) = log 2 i *

| Eiemplo 4 )
Rezsuel va

a3 IOQa(x+4) + logg(x—4) = 2
b2 longx—B) - log2Cx+6) = 3
c) 2 1og7x = log73x + log?ﬁ
Resolucison

a) 1093(x+4) + luga(xﬂl) = 2

to,(crom - wem] =z Aptisonie erocies
1ag3(K2— 16y = 2 Aplicando definicion.
%P 16 = 3%
xz = 25
Ixi =5
luego x =15

Observa que: IDga[(x+4) . (x-—4)] puede estar definido
sin que 1o estén log (x+4) y 1099(;«-4). Vemss que en la
ecuacién  origi nal para ¥ =-5 resulta lag _(-1) ¥
lng3(~9) que no estan definidos, parax =5 resulta
lngﬂq y leg 1 que si estan definidos, luego la solucidn

de la ecuacidn €S x = 5_

Cono ves en estas ecuacianes debes comprobar | os val o-
res hallados.

b) 1092(}(—8) - lugz(x-l-ﬁ) = X
3

lo X — By _
g2x+3

® -

X +

3

2
-8

Resolvi endo esta ecuaci an

X O g'——

se tiene

18




c)

Paro osta solucion no satisface la  eCuacicon  ariginal,

WA fUe 1992(-—1&} no esta defimade , luego la ecuacidn

no tiene solucidn, 8 = ¢
2 log & = log Tw + log &
gvz 7 95
}_DL_';_?HZ = i_mg7<?j’_'-.‘x LY
P § 21 Resolviends [a ecuacidn resugita
o= 0 w o= 18
1 L4 z
Comprobando vemos gque para » = & resulta, 10971?) ouer Mo
puta definido, para » = 18 reswlta log 18 vy 109754 Que
L
51 estin definidos, luego la soluctdn es » = 18,

Ejercicios {(epigrafe 3)

1.

Aplica las propiedades de los logaritmaos en ¢

. 2. . 7
a) lag (1,5 + 240) B 1.:";&[ "“E",“-_b"]
a 3 n
cy log (27 5% ¥3 4) lo [1_'-_-_‘?;.,]
< [+ 52_ 63

/b - 8,1
Expresa caomo suma 10910::, con a,b,c y d positivos, si:

3 5 s e ? 3 3 ‘
a b fa(bh:)' ta + Y V&
—_— by » = —- s e [t B =]

N S 7R

Expresa mediante un =zole logaritmo:

a) » =

a) log 5,4 + log & b) log 6,37 - lag 0,1
) )} 20 - c
4 1ng65( + luga._ﬂ 1Dga&,'§
1 1
d) 3 log 4 + Slog 3 - (2 log & + = lngaE }

Calcula % en las siguientes ecuaciones:

a) lo ® o= i — 7 4 =
o %o nng logu’ 1oa,,
) lpg w = 5 — Gt
%o lng“,? + lugiob ].Uglo,
c) Ingwx = 2 109103 - 3 lugmﬁ
d) 10@110}{ = 3 101_:]102 - 2 lljgiofi-'- + lugioﬁ
&) log » = % log 2 + % log 32
£) log x — L z = 2 5 - L 2
Qm 5 10910“’ = 1mgmh; = Iogm_
1
i

9 log x = log (ath) - [1nqma + 1ugio(b+c)]

19



i N S ‘ b )
L oie - % lugioa (= oglon + lcqloc
Y0 4
3 1 1
k = - B Sy & = — +
i lmgmr: 3[101410.3 4(1‘3910“‘ + 35 lmgmc)] [lngmb

+ 3 log (e + a)].
10
Di si las igualdades siguientes son verdaderas o fal-
s5a5; en ~aso dB gue sea falsa, escribela correctamentea:

ay 1og (B =3 lag A + log B + Log C.
a (2]
a2

bl 1090[ % ] = 3 log A - 3 log B
[+

£ chg1 [i'—ﬂ—m] = lugaﬂ + lngaB - (lmgac + lnng)
%

c-D
dy 1og Ve = log B yag 9
o a 2 a
PR 3 log A - & lag_ B
2 —_— = 2 - = — 10 - =
) oy 5 lngaA logaB) 5 f:‘lﬂ = ag,
15%
3 T mye e - — 2
) iog —= 2 lngd_iﬁ lugd7
Si loga =193 Iogxnzz ;: loge = -1. Calcula:
® x
a2 a®
q - - . 2— i
a) iugx(a b-cl bl lagx[—‘b ] c! 1|:)t=|:'c [ S ‘]
| h” e C
--—31 _";"'—v
. . f;b 3 a* b
o} logx—_:-,_—— e) lqu —
.2
Si ilog a = j 1
9,3 F v logbe = —5 5 encuentra el valor de:
4 . o) @ a
al lugb(a c) b lngb(a c) c) logb[c]
4
a a%e?
d) log (¥a + )y &) 1ng — 2 1ng
b . o '/—C_‘
Prueba qus:
1 1° 1 Y*
= -7 — =
a) h:ga [ 2 ] 2 b} [1nga 2 ] 1
. _ 1
) 109(;: = 1091 ® d) log 4T T3 lugax
- [

a
Simplifica las siguientes expresiones:
1

2
a3 lmga(f;ﬁ . xgq . ; a )} b) lnga[ag - a® ]

5
(= 1Dga( Tf' a 3/;“: Y a ) o) 1c;ga-fa ¥ a + Ic:u;;a\aEl

B

20



T

+ L - RpR—
) log (a¥ 5 Y- log ¥ @ ) log a¥ 3 — log a®- log v/aa
a a a a 2
10. badons:

e N { T o= = =0 o0
lngioh 0,3010 ,109103 00,4771 ,laglog s 69

- y -~ o ‘"" 2 [) =
Halla: loglég, lngloaé, IDg10}60, 109101 . lug100,q

2 -
log &, log 24, 109101F§

11. Deteramina el conjunto solucisn de las sigulontes ecua—
Cciones:

a) lugz{x+3) + lngz(x—4) = 3
b) 1Dgz(x+7) - 1DQZ(M*11) = 2
c) 2 lmgiox = 10g104 + lugloax

d) loqzx + lmgzzx + log24x + Ingzﬁx = 10

&) lug?(x2+ 2% ~7) ~ leg (x-1) = 2

) lnga(xul) + logg(2x+1) - Inga(foF = =
g) log (Zux+1)} — lag (Su+2) = 2

v 2 v =z
h) lmgzx = 3 - 10927
i) lngz(me3) + lugz(x+6) = 3
3l 1093(2x+1) - lﬂgg(xﬂl) -1 =0
k) lugstxz— 100) — log_(x—10) = 2
1) logi2x) + log{x—-3) = loq 8

2 2 2

- . 2 - wr S

m) lngib(x+1) + Ingio(ﬁ+h) ngtou + logiou
n) lnq?x * lug7(x+2) = lug?B + 10976
2] lﬂgio(x+6) - = 10g10(2m~3) = 2 - 1091025

4 lngiux - luq1049

~{

o™ 31 u
3 o
ugxo[ = ] v lugu)[ ]

L | z2_ 1".}.
p e e 1ug10[ ® 6 + 1

Q) log (x - 1) + 1 = log G + 2) + log (7 — x) — 10973

N

*
r IDQZN + IDQBM = 8 5 ) Ingxﬁ + logzﬁx =

R
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t*y lag 2% 2 = log (%~ 2)
Tz " B2
3
ul lngaix —~ A4) = lugax + 1093(4 - x)

Dadd M = log, _(x — &) + 2 log, _(x + 1} — log (x + 1):
10 10 10

a? Expresa Mtonp un sole logaritmo.

) Si M = 1, Calcula el valor de x y comprushalo.

9 A= 1094 nf- n*% - log (n + m} y

Iagztmz— 2o + n?)

- P . A+B_ _ z
" o= Iagz4 ,verifica que: 2 = (m n) -
Prueba que:

w + 2 x + 2
1 - = —
al 1o y luga 5" logaz logax
+
1Dgz[n§—?_%—] * lugz(xz— M z
b) 2 =x+x — 6
2 2
+ —
£) af = % — : ’ =i F = 1og a a
al v~ ax - 3x + 3a
luga(xz— yz)
a) Tog Gf + y) ~ log  (x —y) =1
Sean A = log ¥ 3 y B = lpg 81.
e
L)
a) Expresa A y B coma lagaritmos de base 3.
1 3
b) — = . = .
Prueba que 24 a B =

Halla el valor de # en :

3 e = —_
a lngsx lng53 Iugzﬁf 3
b lugzx = long 25 — 3 log 5
¥e e
i _
c) TS lcsg3 49 = 10g4p7 + 10973

v7

Prueba que =

a) log ¥ h = lngah

=)

b) log b=

a
c) lugl/BSﬁ + laog a 4 = g Iogzé

Ve

Lig

log b

a
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4. togaritmos decimales

El conjunto de lgs leogaritmos de 1os nimeros calculados
en una base dada se llama sistema de logaritmos. Por su re
iacivn con nuestro sistema de numeracidn, |la base 10 &% | a
que ha encontrado mayores aplicaciones al cslculo: el sis-
tana de logaritmos de base 30 se conoce como sistema deci -
nmal de logaritmos. También se le 1llama sistema d@ logarit-
mos vualgares 0 de PBrigogs.

Por =su frecuente usa, |os logaritmos decimales se deno-
tan sin escribir la base, 8 decir, en lugar de IugioN se
escribe log Ny se sobreentiende que | a base e5 10.

Para calcular los logaritmos decimales existen tablas
que aparecen al final del libra. Para este calcula es ne-
cesari o recardar que d logaritmo de un ngmero es otra na-—
mero que, por la general, tiene una parte entera y ura de-
cinmal

La parte entera de un logaritmo decimal depende solo de
la cantidad de cifras que tenga el nimero, como se observa

en el siguiente cuadro.

M Potencias Logaritmos
10000 10* a
1000 107 ‘ 3
100 10% 2
10 10t 1
1 10° o
0,1 10™* ~1
0,01 102 -2
0,001 107 ? -Z
00,0001 107" -4

Luego log 10k =k

[E%Lfarte entera de un logaritmo se llama caracteristic;]

Si N es un namero que tiene. k cifras enteras se tienes
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con 1 cifra 1 = N < 10 O =% log M < 1
con 2 cifras 10 £ N 2 107 1< log N < 2
con 3 cifras 10° = N ¢ 10? 2 < log N < 3
. k~1 . 3 - : .
con k cifras 10 = N< 10 k 1 2 log N < k

Coma puedes ver:

La caracteristica del logaritmo decimal de un i
namero de k¥ cifras enteras es k - 1,

Si O< N< 1y coamienza ron k ceros (incluido 1 cero

delante de |a coma), se tiene:

con 1 cero 107* < N 2 10° -1 < 1log N < a
con 2 ceras 10°% < N ¢ 1071 -2 % log N < 1
con 3 ceros 1079 = N ¢ 1077 -% < lpg N ¢« -2

con k ceras 107 < N < 107K -k < log N < =k+1
Luego:

La caracteristica del logaritmo deciml d&e un
niumero que comienza con k ceras es -k.

Ob=erva que coma log 1 = O , 10s logarittmos de | os nu-

meras menores que 1 son negativos.

Ejemplo 1

Determina | a caracteristica de los logaritmos siguientes:

a) | ag 347 b) log 34,7 <) log 3, 47

d) log ©,347 e) log 0,0347

Hesoluci 6n

4) Como 347 tiene 3 cifras enteras, |la caracteristica es 2.

by Come 34,7 tiene 2 cifras enteras,la caracteristica es 1-

) Como 34,47 tiene 1 cifra entera, |la caracteristica es 0.

d} coma 0,347 comienza con wun cera, la caracteristica
es ~1.

) Comp O, 0547 comienza con dos ceras, la caracteristice

es -2 u
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La parte decimal del imgaritmo de un nlmero, se
Il ama mantisa y no depende de | a posicidn de |a
coma deci mal .

Observa que si N es un numerea cual quiera de cinco ci-

fras enteras, | o podemos representar en la forma
N = aaaaa, y, por ejemplo,
= a a .2 a 10%
log a,a 2.8 .8, = log |&,a8,3,,3.3,
lngaiazaa aa 2
= log [10 ' . 10]

loga a a ,a a e
A3 3,850 9,% +

log 10

It

2 + 1log aaa ,aa
1723 45

eros tienen 1a misma
Los ndm aaaaaa,y A a844a a_
sucesién de cifras, en  mismo orden, y solo cambia la
posicidén de |a coma. Sus logaritmos se diferencian solo en
un ndmero entero, que en este caso es 2, luego necesari a-

nmente, sus partes derimalas {(mantisas) tienen que ser

i gual es.

[ Efemplo 2 )

Si log 3,47 = 0,5403, determina los logaritmos de:
a) 34,7 b) 347 c) O, 347 d) O, 0347
Resolucidn

La mantisa es siempre 00,5403, (por tener todos los name-—
ros las mismas cifras,en 8l mismo orden), por tanto basta
conocer la caracteristica, utilizando los resultados  del
ejemplo 1 se tiene:

a) log 34,7 = 1,5403 b) log 347 = 2,5403
c) log 0,347 = -1 + 0,5403 d) log 0,0347 = -2 + 00,5403

En 10s incisos c) Y d) la caracteristica peg negativa,
&N ese casp se acastumbra a escribir el logaritmo como una
Suma con |a parte decimal positiva. ®

En al gunos casas es facil caleular € logaritmo  de  un

namero; esta es 1la situacicdn con las potencias enteras p

fraccionarias de 10:
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log 10° = 2 ;3 log 10°% = —0,5 ; 1log ¥io =

)

> 2 2
iog 107 = g 3 etcétera.

Para € resto de | as nimeros e 1logaritme €S un  nUmero
irracional que no es facil de calcular; por esta razén pa-
ra el calculo de logaritmos se recurre a valores que han
sido cal cul ados y di spuestos, coma se ha dicho antes, en
tabl as conp los de | as paginas 400 y 401 .

En estas tabl as aparecen las mantisas de | 0s logaritmos
de | 0s numeros, cal cul ados desde 100 hasta 999 con cuatro
ci fras correctas.

La mantisa del logaritmo de um nimero se encuentra en
la interseccién de |la fila que comienza con sus dos prime—
primeras cifras y |l a columna que comienza con |a dltima
cifra.

Como | a mantisa no depende de la coma decimal, esta ta-
bla nos da directamente e lagaritmo de cualquier ndamero
que tenga tres cifras significativas

Determina el logaritmo deci mal de las nimeros siguientes:
ay 124 bl 1,24 c) 1240 d> 80 a) B000 £ 0,08
Resolucidn
a) log 124
En | a pAgina 400 aparecen los logaritnmos de las ndame-
ros del 100 al 549. En la interseccion de la fila enca-
bezada (12) y la columma (4) encontranmos |a sucesion de
cifras 0934 (fig. 1.2).

© 1 2 3I 4 5 & 7 @8 9
10
11
12 » 0534
13
@ o .

Fig. 1.2

26



Comn KL4 tiwne tres cifras la car o ferlstica o 7,

L UG
log 124 = 22,0934
By log 1,2
Coma la mantisa ne depsade gde la posicion de  Ia  ooma
decimal , buscaros el logaritme del wamera  determinado

por la sucesidn de cifrasz 124 come #n 2l 100y So a,
luasno
Tog 1,24 = 0,0924
=} log 1240
Buscamos ?7a sucesion de cifras 124, la cuarta cifra co-
ma €S cero, seplo intervien# para determinar las carante—
ristica, loego
log 1240 = 3,0934
d) log 8o
Como el numero sdlp tiene dos cifras=, completamos &
tres con ceros y buscamos el logaritmn de HOOD
En | a pagina 401 aparecen los logaritmos di fos numeros
del S50 al 99%9: ern la interseccidn de 1z fila encabezada
por 80 y |la columna encabezada por ¢ encontramos la suce

s14n de cifras F0O3I1 Fig 1.3},

1 2 = 4 5 & 7 a ]
’ N
80 (9031
81
az
a3z
e .

80 tiene dos cifras, su caracteristica es 1, luego,
log 80 = 1,9031
&) log 8000
Como ia mantisa no depende de la posicion de la coma
decimal, entonces

log 8OO0 = 33,9031
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£} log O3
Analaramente, completamos tres cifras con ceros vy busca-
et ) Ingaritmo de 800, como la mantisa es 1a micma,

arlcRoes

log 0,08 = -2 + 0,9031 g

Si e! numerne tiene mas de tres cifras significativas,es
necesarino redondess para buscar en l1a tabla; en ese caco
no pueden tomarse todas |as cifras de la tabla como cerreg
tss; &) logaritmo s4io puede darse ron tres cifras signi—
rativas (incluyerdo |la parte entera), luego de |a tabla

s0l o s Camasn dos.

T Ejemplo 7

Determina el logaritmo decimal de |Os numeros siguientes:
a) 1548 by 341, 3 <) 5,685
Hesnlumion
a) log 1548

Aodondeamos a tres cifras, 1548 =~ 1550 y buscamos

log 1950 en | a tabla:; encaontramnos | a sucesién de cifras

1903 redondeands a dos lugares obtenemos:

Tog 15948 = log 1550 = 3, 1903 = 3,179, es decir,
log 1548 = 3,19

) log 341,3

En msts casa redondeamns a 341 y encontramos
2,5328 » 2,53, 0 sea,

log 341,33 = 2,5

log 341,35 & log 341

[

) log 5,685
En este caso redondeamos a 5,67 v encaontramos .
lag 5,685 = 1ag 5,469 = 0,7551 = 0,76 ; 0 Sea,
log 5,485 = 0,76 =

Aunane en rasi todons los casos al trabajar ron logarit—

mos utilizamos valores aproximados, a. dar el resul tado
utilizaremos el =igrno de igualdad roma es usual.
Al igual que ocurre con otras tablas, la tabla de 1to%

logari bmos puede ser utilizada para resolver egruaciones
logaritmicas sencillas, esta equivale a ~alcular potenciaS
de 10.
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Ejemplo O

Resuel ve

ay lag » = 1,6571 b)Y log x = 2 1819
c) log x = 3,53 @ log'x = 12,46
Resolucidn

a) log » = 1,6571

b)

c)

d)

1,6571 significa que x = 10" as decir,

I

lag =

resolver esta ecuwacid e5 equivalente a calcular

Para resslverlo buscamos en la tabla |a mantisa, es

decir. | a sucesian de cifras 8%71;3 l1a encontrarnos en | a
interseccién de la fila encabezada 45 y de la columna
encabezada 4. Cama la caracteristira es 1, el nimero
tiene dos cifras enteras, luego,

x = 45,4
[ Significa que 10%°%7 1 = 45,4 & log 45,4 = 1,6571.)
log x = 2,1819
En este caso no aparece en la tabla |la sucesioé6n de ci-
fras 1819, |la mas cercana es 1818 que esta en la inter-
seccidn de la fila 15 y 1a columna 2 . Como |a raracte-
ristica es 2, el numero tiene tres cifras significati-
vas, lueqa,

¥ = 152
(pues lpg 152 =2,1818 = 2,1819 ,o sea, 10 %% = 157),
log ¥ = 3,53
Comb se trata de un ejercicia formal, 3,53 es un valor
exacta, y para buscar en la tabla la completamps a 5300.
En la tabla aparece 5302 en la interseccicon be la fila
33 v la columna 9, luego W= 3390

10777 = T390

, O SBay

2
log™ x = 12,46

12,46 significa log x = 12,46 . En |la ‘tabla

de cuadrados encontramos ¥ 12,46 = 3,5% y resulta la
ecuacisn

l.Dgz X =

log x = 3,53, pera ahora 3,53 es un valor

Aproximadr con tres cifras correctas. En la tabla de



logaritmos s&lo podemos buscar dos cifras (53); si

dondeamns los valores de la tabla a dos cifras veremos

que se redondean a 53 todos las valores del lag 335

log 342, por |0 que s&lo podemos garantizar dos 'cifras

en la respuesta:
x = 3400 = 3,4 « 10" -

También podemos proceder como en € inciso t: buscar

val or mas préximo de 5300 y redondear a dos cifras; en ese

casa abtenemas el misma resultado:

x = 3390 s 3400 = 3-4-10°

ES costumbre en algunos textos y aplicaciones sustituir

| a expresién 10" por antilog x.

Ejemplo &

Calcula:

a> antilog 1, 4720 by 10 4720
S /14,75

<) antllog ¥ 51,55 a 10

Resolucidn
a) antilog 1,4720

B valor mis proximo a 4720 es 4713, en la interseccidn

de la fila 29 y | a columna &; | uego
antiloq 1,4720 = 22,4
b) 10**7%° = D9 4

c?) antilog ¥ 51,55
¥ 51,85 = 7,18 con tres cifras correctas. en

tabla buscamos ws%lea con dos, luego,

antilog ¥ 51,55 % antilog 7,18 = 1,51010° % 1,50107

J1a, 78

d) 10

En 1a tabla de cuadrados encontranps <+ 14,75 = 3,84;
buscamos en la tabla la sucesisdn de cifras de 84 y tene
mas que el mas proximo s 8401 en |l a interseccién de l1a
fila 69 y | a columa 2, |uego,

S 14,7
a

10 = 6F20 2 HF00 = 4,9 + 10 "
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« Aplicaciones de los lagaritmns
Los logaritmos pueden ayudar a hacer mas sencill as al -
gunas calculos.

| Eijamplo 7 }

Calcula:
-
8,417 1,73 « 594 5 1 218
a 2 b) v// G, 214 < log,
Resolucidn
a) 8i B = 22" entonces log B = 3,17 + log 2
= %,17 - 0,3010
= 0,9542
luegb, P = antilog 0,9542 = 7,00
es decir, 2?17 = 9
5/ 1,73 - 594
b) Pongamps /A = ’O , entonces
1214
log & = & (log 1,73 + log 594 - lag ©,214)
= %7(0,239 + 2,7738 - (-1 + 0,33I04))
= é (3,6B814)
= 0, 7363

entonces A = antilog 00,7363 = 3,40
c} Aplicando 1a férmula del cambio de base ohtenemos:

log 218 _ 2,3385
1og 7  ©,B451

1097218 = = 2,767 -

Los lagaritmos también tienen aplicaciones practicas,
algunas de estas aplicaciones se refieren al uso de la

escala logaritmica para medir magnitudes.

Par ejemplo, en la esrala de Richter la intensidad d&

un terremotp se mide por la expresidén log —%ﬁ donde:

I : es la amplitud de las oscilariones en un sismégrafo a
100 km del epicentro.

S : es la intensidad de un terremoto tipo de amplitud

107 ¢m

Obseryva que la intensidad de un terremote tipo es @
log —g— = lpg 1 = 0O
En esta escala urn terremoto de intensidad 8 es 100 veces
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mas fuerte que uno de I ntensidad h.

Eijemplao 8

En d. afo 1906 ocurrid un terremoto en San Francisco de
California de intenzidad B,32 en la escala Richter y otro
en la frontera de Colombia y Ecuador. de dintensidad 8,9.
LCuantas veces mas intenso fue el terremoto de Suramérica
que el de San Francisca?

Resolucion

Sean IF |l a intensidad del terremotp de San Francisco €

Ic la del de | a frontera Ecuador - Colombia.
I
La razon de la intensidad es —TE . entonces:

1 ¥

e _gﬁ P T
log —= = lag —j-— = log -~ = log —g- = 8,7 ~ 8,5 = 0,6

F ¥

5

I

—{= = antilag 0,6 = 3,98 & 4,0

F
(redondeamos a dos rifras pues partimos be bus'ci{ras)
Respuesta: El terremoto de Suramdérica +us cuatro veoes
més intenso que e de San Francisco. -

La escala logaritmica tamhién se aplica para medir 1a

intensidad del sonido en decibelies {db).

En este rasn la intensidad =5 10 log L, donde
L - es la amplitud del sanido comparado con un  soanidd
audible.
{ Ejemplo 9 |

H. trafico ordinario registra una intensidad de sonido de
aproximadamente 70 db. Un clerto motor tiene un sonido
aproximadamente 4000 veces mas fuerte. ;Cudl ez la inteos
sidad del sonido del motor en decibeles?
Resolucidn

Sma LT la amplitud del sonido del trafico,

L la amplitud del socnido del motor.
M L L
Se tiene —X_ = 4000 y luegn  log M= log 4000 < a6

L L
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| By tM 1ng LT = F,&6
log LM = Ayh F lowy Lr
I = 10 log L“ = 10 (3,6 + 1pg LT) = 34 + 10 log L
= 36 +70 = 106 = 1,1 - 10°
Respuesta: La intensidad del sonido del motor es aprorimae-—
damente 110 db. =
Ejercicios ( epigrafe 4 )
1. Indica la caracteristica de los logaritmos de los name—
ros siguientes:
a) 20 by 845 e} 0,04
d) 34,3 e) 754,28 3 0,02
g) 16432 h) 51 iy 1000
J) 2,95 k) 10,51 1y EO0.47
m) 0Q,0000000]1 ny 8332,%9 ity GOy 007549
a} 0,5
2. Indica los intervalos en 1lns cuales estan situvados los
logaritmos de los ndmeros x, tales gues
ar* 10 < x < 100 b) 1000G < x < 100000
) “%6 < x < 1 d) 10772 x < ©,0001
e) 1 < x < 10 +) léGﬁ oW S B, 01
g) 200 < x < 1000 h) 15 < x < 150G
i) 4,5 < x < &5
3. Determina la mantisa de los logaritmos de los s os
siguientes:
‘a) 225 b) 3467 c) 8,47 dy FR,5
e) 9,98 f) 54,2 g} 8243 B e AR
i) 1000 j» 40 k) 63,8 1) 6825
4. Halla los logaritmos de lps siguientes numeros:
a) 781 b} 24,8 £) 2,51 dy 0,545
8) 00,0427 £) 1,49 g) 2,53 hy BO,06
1Y 144,72 Y& PR3 k) ©,0008% 1y 5.4
m) 0,27 n} 34,7 Py —= (D B LS Vg
R} 0,5382 Q) 1964 r) 0,2917 51 3000
ty 230,84 u) 11090 vy 1,245 w) O
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%) 8,62 y) €©,624 2) 999,

Determ na el wvalor de x en:

a) log 5,42 = u b) log x = 2,4639

c) lag % = 1,4440 d) » = lag 34,8

d lag » = -1 + G 1959 ) » = log 829,4

g) log 0,0048 = x n 10" = 40

i) 10% = 857 7) 10720 =

k) % = 10°°°%? 1) 10" = 500

m) 10°7F = 263 ny 3*= 40

f) 2* = 35 o} 10° = 3.63

Py 1075 — q) 10™ = 513

r} lngzx = 20,12 s) lagzx = 44,2

t) 10¥;ﬁ= ®

Halla e antilogaritio de las siguientes numeros:
a) 2,9212 b) 1,9211 c) 3,3874
d) 0, 7380 e -2 + 0,9217 ) 5, 1492
q) 0, 7007 h) 1,6121 i) 0, 0086
Jy 1,5159 k) -1 + 0, 8132 1) O,H0046
m} 4,4667 n) 0, 9632 iy 1,1523
o} 2,4200 p) -3 + 0, 1399 q) 3, 6484
Cal cul a:

al 1005011 b) !.0“29B £ antilog 2,94
day 10°°¢ o) 1071947 £) antileg 0,1847
qg) 10 P+ o-Bv22 ty) antilog 1,7259 i) antilog 0, 9518
3) antilog f/I;:;; k) IOTGTT;? 1 10¥;T
Calcula:

a) lag 38 b)Y log &,23 ) log 18,43
d) log O, 641 e) lag 1,41 £) log O, 012
g} lag 2100 h) loq ©0,000429 i} log 42,9
i) lag 1,415 ¥) log 45 .41 1) |l og &%74,546
m} log O, 6543 n) Lag O, 0005 %) log 700,6

Tres terrenotos ocurrieron en las localidades A, By C

con intensidades de 3, 4 y 5 en |a escala Richter res™

pectivamente. ;Cuantas veces mas fuerte fue el terre”

noto:
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) B oen relacidon con 21 A7 Y Y oen relarian con el BP
=3 0 oen relacidn con el 8%

10, La misica rock  amplificada Diens  unas intensidad de
120G gb, la conversaciton ordinarza, de 590 db oy el afdo
(murmelloY, de 20 db. sOusntas veres mas alta es:

@) la conversacisn gue 2l sucrasalia?
by la misica rock ogue la copversar bon?
ey la musics rock gus s} omuermol 1o7
11. Calcuila o) pH de uana  disolucion, ouya coneernhr actan

|SE=
. -3 ; e e -1
@) 0,001 molb L By 5,40l merl <L

17, Caleala la concentracion de ionesn hideonio gue contre-

e una displucidn cuyo pH = 244,
FUNCIONES EXNPONENCIALES Y LOGART TMICAS

S. Funciopps axponenciales

Hemos visto que a cada numero real x se le pueds  aso—
ciar una dnica potencia del numero real a2 (a > 0, a & 1);

esta permite definir una funcidn.

Deftinician 1

-
Se |l ama funcién exponarcial de base a fa * Q

a = 1) a La funcidén gue a cada numero real x

X . .
|l e hace corresponder a” , es decir, al conjunto
de pares wvrdenados

{ G ; a") s v elR ,a >0, a=1}

a) Determina para qué valor de x, al canza 1 valor 5 10

Y 38,5 |la funcién y = 107,

b calcula 1a imagen por la funcién y = 10" de
¢,5; 1,3 ; -1,7.

Resalucisn

3) Se trata de resolver las ecoaciones:

10%= 5; 10" = 10; 10° = 38,9

v o= log 5

w o= 0,699



10" & 10 Moo=l

v 0% s 1= ® o= 1log 33,5
x o L, OEnS
b Y trata de calrular 1077 ga® go™t?
L ey o 10" antiloy (0,9 = 3,16
vt P antolog 1,3 = 20
s antilog (<1,7) = antilog (=2 + 0,3)
oy, 00 »

iAtwnclsn! Recawrda gue los valores de la tabla son  posi-
tivos, par 240 expresamos @l logaritmo como Ya suma de  un
nomeen negatyvo (Caracteristical) y  un decinal positivo
(mantiwal.

Se ha definido la funcian de base 10, puses desempafla un
prapel importante en la practica y por ser tamblén la base
de nuestro sistema de nureracion. En forma andloga sue pus-
den definlr funciones exponenciales para bawes positivas
cualesquiera v chhforentes de 1.

Ya sabemos determninar potencias de 10 con cualquiser
euponente y podemos trazar el grafico de esta funcidn.

En la tabla saguirnte e han calculado algunos pares.

“ -2 "‘1,5[7”1 “(),S ( 0,1 0‘2 0|3 0'4 0'5 Oy

o

B B YU Uy P ﬁ}- RN -
1o  to,01|o,0x] a,1{o, 22| 1 1,3 1,6 2| 2,5 %5,2] 4

SENBUIIUR SNSRI WAVEERI RSN D

e e - VNS
K 0,7 0,8 O,Win, 95 1 1,53 2 2,1 2,21 2,312,5

_— U -

'l s | s,41 8 [B,? | o] 32 | 100| 126 159! 200|316

Al raprnmuntmr'eatus puntos sn uh sistema de coordena-
das, obienemos una grafica como la de la figura 1.4a.

Obsarva que los Ggltimos pares me salen del grafico por-
que 1os valores de 10" crecen muy rapidamente.

81 determinamos mas puntos, podemos tener una idea mAS

aproximada 3¢ ta grafics de la funcion; esta grafica  @f

3&



GUnE Cueva como La que se oeuestra en la figura 1.4b.

{a) ()
Fig.1.4
Debes tener presente gue 10" > 0 para todo x €« R y por

tanto su grafica "no toca® al eje "x*, aunqgue se aproxima

ilimitadamente a ¢l. Esta recta a la cual 1a

Curva s
acerca ilimitadamente se denomina asintota de la funcidn
exponencial.

A partir de la grafica se obtienen las

propi edades de
la funcisn y = 10%,
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Dominio: K La proyeccidn de |a grafica cubre

todo el eje "x",

w
I magen: R La proyeccisn de la grafica cubre
|l a parte superior del eje "y" (sin
incluir el cero).

Ceros: No ti ene La grafica no corta el eie "x

MonotoniazCreciente La grafica asciende de izquierda a

derecha.
Valor Maxima: La funeidn torna cual quier valor poa—
Mo tiene mitiva,
Val or Minimos: La grafica se aproxi ma indefinida-
Mo tiene mente al eje "x", pera no lo toca.
faridad: No es par No es simétrica respecto.al origen
ni impar ni al eje "y",

Peri odicidad: No es
periddica

[ Ejemplo 2}

Representa graficamente la funcién y = &° y analiza

sus propiedades.

Resolucidn

Ya sabemos que 2% = 10M°9®X = 109 | yego esta gra-
fica se obtiene de la de 10" por una contraccién en el
sentido del eje "x", para trazarla determinemos algunos

paraes ordenados:

x | -3 |-2 [|-1 o{o,s 1| 1,8 2 |2,5]3

2" lo,125(0,25|0,5] 1 1,4} 2} 2,8/ 4 |5,6 | 8

41 representar estos pares ordenados en un sistema de
coorde *da=, obtenemos una grafica como la de la +igu”
ra l.3a.

Sabemos que |a grafica de |la funcién es una curva GQuf

contiene a esos pares ordenados {fig. 1.5b).
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v Y
g | . T8
6 6
2 2“

EY) b}

Fig. 1.9

De 1a grafira de y = 2™ resultan sus propiedades.

b4
Observa que mstas coinciden con las de y = 107,
. = M
En general, 1as propiedades de las funciones ¥ ~ & v4

»
SUSs graficas pueden obtenerse de la de y = 107.

x xLoga

Hasta nbservar que; y = a = 10

3i a» 1, entonces img a > Oy la grafica se obtiene
de la de y = 10 por una contraccion o dilatacidn  en I a
direccion del eje "x" (fig 1.6 a).

Si O« a ¢ 1, entonces log a < Uy a la contraccién a
dilatacion de la grafica de y = 10° | e sigue una simetria

"®Specto gl eje "¥' o (fig 1.6 b,



Fara las funciones expanenciales de base a a>G,aml)
s& aumple:
- %1 a > t Propiedades - Si O« a-+« ! ¢ropiedades
bDominio: »x < [k Dominio: » & [R
Tmagen: Vo0 Imagen: y > O
Corps: Mo tiene Ceros: Mo tiene
Monotonl as Creciente Monotont a: Decreciente
Y f Y
!
1 \\\\\\‘—_‘
—/L - =1
—_— i —_— WV
0 X
a? )
Fig. 1.4
fidemas no tienen valor maximo,ni val or minimo.
No suny peridadicas, no Son pares ni impares.

Mhserva que en general las propiedades, =an ambos Casos,
coitnciden con las de y = 10", axcepty la monotonia en el
casg en gue O < a 4 1, pues al reflejarse la grafica en =]
eje "y" desciende en lugar de ascender.

Ej ercici os (mpigrafe 5)

i. Las puntos A‘, 97, Aq, A‘ estan si tuados en la curva
y = 10% sus abscisas son iguales respectivamenie a oS
nameros ~4y 03 0,87 2; 1,4, Determina las ordenadas  de
estos puntos.

3 .Los puntas B+ B, Bg, B‘ estin sittuados arn la  curvi
y = 10°, sus ordenadas son iguales respactivamente 2
los numeros 13 0,13 1,27 2 79,6. Determina |l as absti-
sas de estos puntos.

F. Determina cuiles de las pares ordenados siguientes per -

tenecen a las funciones y o= 2* 4 ¥ = [_;%;.]’<=

-
)

(=23 —) 3 (53 Y o3 f1: 0,5 ; {o; D

4 32
(s NI 5 tu; 1Yy 3 (=0,15 Oy 3 (=25 -4)
H
4. Determina qué +uncidn exponencial de la turma vy = 2

a0



ta > O; a # 1) contiene los pares ordenados siguientes:

a) (i; 2,9 by (23 %) )y (3:; 69) Yy (53 i%)
Baan las funciones:

flx) = 5° gix) = 5%~ 1 to = 5P
plx) = 577 -1

Petermina: a) Dominin e imagen de estas funciones,
I} Ceras en cas=no de que existan.

) JPara gue valor de x se cumple gque:
k]

i
Fxd) = V85T 5 g) -4 =05 bkt 6) = 5 ?
Dadas Las funciones:
f(x) = 45'1 q(}() - Y * Ex--z X - 3)(.‘.4. _ g9
»(x) = 10" ®{x) :[}%]x + 2

a) Determina | a imagen de cada una.
bh) ,En gué punta su gratftica corta el eje "x"7?
) Obtén en cada caso el par (03y). Esboza sus graficos.

- % h(a) + 3 mi—1)

¥ 2

F{0,5)
d) Calculas

e) 8i hix) = —&, calcula x.

1 X
Si Fy = 3%y gix) = [_ﬁ_]
a) Determna analiticanente € 'punto de intersecci 6n de

los graficos de di chas funciones.

b) Calcula: FCA) + 3 g2y — F()
q (0}
) sPara que valor de x, f (2} = 27y gx) = 4 g o

Para qué valares de x se cumple que:
a) flEx - 3 = 25 51 Fixy =5
b) Fe2®) = f(Sx +12)  si fix) = 7
©) fUS - 2%) > ok si fl) = 2"

32
d) f2x®r 50 - 9 ¢ o si F ) :(m%_)x

b4

X

Determina la ecuaciédn de las funciones cuyoas graficos,

5B muestran en la figura 1.7. fAnaliza sus propiedades.
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<+ b

ay v Y=3"% ¢ b) Y= 10

&, Funciones logaritmicas

Definicidn 1

Se |l ama funcién logaritmica de base a (a > 0,a = 1)
a la funcidn que a cada x {x»0) | e hace corresponder
lugax, es decir, a conjunto

{ (3 Iagax) 3 % oe& R: 5 a >0, a»1 }
.

I Ejemplo 1}

#2 Determina | a imagen de 3,5; 50; 0,5 por la funcidén
y = log x.

b) Determina para qué valor de x alcanza el valor 1,5
0,93; v -1 |la funcidén y = log X.

Resnl UC idn
a) Calcularnos directamente utilizando |a tabla
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log 5,8 = 00,5441 Tog 50 = 1,699
log 9,0 = —1 + O, 4699 = ~0201 , Clectuamos ,puaes la
ipagen =9 un oumero real.

b) Resolviendo Tas sowacyones

logx = 1,%9; Toge = 0,953 log = = ~1, nobtenemos
sloge = 1,5 <fogx = 0,93 slog = = —1
2 = 10" 7 x = 107 %% w o= 10t
wom I, A % o= B, 4 o= 0,1

ta funcidn logoaribmo de base 10 se puede representar

graficamente construoyvendo uvna teabla como Ya siguientes:

3

v 0,010,035 0,1 Ya,32] 1 LEl t,a

log x| -2 -1, -1 [-0,!

A
]
ol

0,2 0,5

T4 R 4 5 bH,b S ] 10 32

S
Lag £T70.4 0,50 o.&| 0,7 o,8] o2 1| 1,5

Si representamns estos pares en un sistena de coordens—
das, obtenenbs una grafica cama la de la figura 1.8 a

Si determinamns mas puntos, podemos tener una idea mas
aproximarda de la grafica (fig 1.8 b).

a) vy
4' @
o ".I‘ .1 1 1 A i 1 1 1 L
! 2 3 4 5 G 7 8 ] 10
—4-!
b y
11 _Hf,ﬁﬁ_MJF’f___g__—w
0 4 ' - ————— +—
1 2 3 4 5 & 4 ] 4 1o *
- 1
Fig. 1.8

En aste Caso hay gque tener presente gque x > O, ¥ por

13



tanto la grafica no toca al eje 'y aunfue s aproxima
ylimitadaments o &1, 4 pasta recta a la cual la curva se
AUEr U ain bar o by se denomina asintota de la funcion lo-
gart Lmyia,

e fa gratora de la funcion v = 1log =, sa pueden inte-

LGS D ap Lmaache s,

Damin e W: La proyeccron de la grafica cubre el
samieje positivo de las "x".
Evpaegeiss [k La proyeccion de la grafica cubre el
eje y",
Ceror o ! La gratica caorta al eje x en el pun—
to (1;0),
Monotonl a: La grafica asciende de izrguierda a
Creciente deracha,
NO tiene mar imo
m: min) mo.
No @ por ni1 empar.

Andlagamente se pueden definir  furciones  logaritmicas

para cualguier base a {(a > O; a = [

[(Eieuple F]

Traza 1la grafica de la funcldn v = lag?x. Analiza sus pro-~

pledades.
Resnlucidn
LD W = 008 ¥ . log x
Se eBLrive lqux Tog 3 6,35 luego esta grafica
sp obtiene de la de y = lag » par una geontraccion en d

sentido del eje "x". Para trazarla determinemos algunos

puntos de la misman

" ovtasio,2s! 0,5] 1 t,alz 281 a8 Is,e
[t A N N SO Ut M il Wl ik

Al representar estus gares ordenados en un sistema  de
coordenadas, obbtenemos und  grafica comp la de la figu”
ra 1.9 a,

t.a grafica de esta funcien es una curva que contiand

esns pares ordenados (Fig 1.9 b).
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a) b) Y ‘

'

3 . 3 | .
7H—‘|—u—rf + } P he—g— —e R ]
oL, 2 4 8 X o g %
N 5 ]

Fig 1.9
Al igual gque en las funcimes exponenciales, las grafi-
cas de las funciones lpgaritmicas de base a (a > 1} se

pueden obtener de y = log ® por una dilatacison o contrac-
. . _ 1 . .
cidn de su grafica: lcaga * 7 Yog & log ® (luga ¥ > 0).

Por- € Lo se conservan las propiedades de y = log =.
Si O0< a < 1, entonces log a <« Oy se tiene que

1 1

s i . — < 0
1093 1og a log x con log a

Esto significa que la grafica se obtiene de |a de
Y = 1ng %, afiadiendole, a la dilatacidn a contracci 6n de
su grafica, una simetria con respecta al eje % -

Por elln | as propiedades también se conservan, exeepto

la monotonia gue cambia.

Para las funciones y = 1ogax ta > 1, » 3 0, se cumple:
. _ k3
Dominios R, Imagen: R Ceros: x = 1
Monotonia Creciente Extremos: Mo tienen ni
] maximo ni ml ni mo
Paridad: no as par ni impar.

e —_—

Teorema 1

Las funcignes y = 1log x v y = a° sSon inversas una
A
de la otra.

— i
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Denpstraci 6n

y = lmgax significa que w =a
y esta significa gue ambas funciones son inversas. ]
Por ser funciones inversas;, €l grafico de y = logax Ge

obtiene reflejando e graficm de y = a* en la recta y = x
Y=ax

(fig 1.10),
9 b4

-__,~f’////

———  ——— —

e,

Fig 1.10
[ Ejemplo 3}

Traza e griarfico de y = C—%—J“ y a partir de este € de

y = 1Dgi/zx. Finaliza sus propiedades.
Resolucisn

Reflejando el graficae de y = (~%—)” en la recta y = x,

obtenemos el grafico de vy = logi/zx (fig 1.113,

¥y |

Fig 1.11
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N
De la grafiva resultan sus propi edades:

a

Oominio: = E W+ Imagens: y € R feros: o o= |
Monotonia Decreciente Extremps: NO tiene maximo
Paridad:fo es par ni impar. ny minimo. a

Ejercicios (epigrafe &)

1. Determina =i las siguientes pares pertenscen o no a la
funcién y = 1og
a) (1005 2) b} (Té’ -1}
c} (G5 1,699 gy (HSS; 2,932)

2. Determina ia imagern por la funcidn y = Iog % de:
al 4,5 By 2,4 ey 15 dy 0,3

3. Determina para gue valor de x5, la funcidn v & log =
alcanza el wvalor:
a 2,94 by 1,711 C) 3,692 dy 0,17

4. Deter-mina gue funcidn logaritmica del. tipo - y = logax
contiene los pares ordenados siguientes:
a) (A4;3) b) (49:;2) ) (-2p ) g4y (57319

5. Representa graficamente las siguientes funciones si:

i

fin) = logsx -1 3 gix) lugs(x+0,5) s
rix) = Iagstx—S) + 1
A} Determina e dominio y la imagen de ¥, g, =.

b) Cal cula su cera.

i

©) Calcula » si: Fon —33 glx) = 13 mix) = 2,
&. Determina los valores de x para los que estan definidas

las siguientes funcivnes:

ar filx) = Iugz[Ex I] ) gix) 1ngﬂ[9 w o+ b]
€) Atx) = 1ng (5 — 3x) d) () = log {2+ 3x — 18)

7. Sea la funcidn pix) = log (x*— w - 11)

a) ;Para qué valores de ¥, pix) > o7

£ B) ,sPara gue valores de x, pix} = 0%
B. Los grafices siguientes (fig. 1.12) representan funcio—
nes del tipp y = log (z + b) + c, en cada casos:
. a
47



al b}

a) Escribe su ecuacidn,
b} Determina los valores de = para lps qgue ests defini-
da la funcidn.

) Halla su cero.

d} Escribe las coordenadas de los puntos P1’ Pz‘ Pa G
sus or denadas son 2, —1, v % vaspectivannnte »

e) Escribe las ﬁmbrdenadagﬁde 1= puntos 01’ ﬂz, Qg Gl
sng ahscisas son 25, - %, y O respectivamente.

Q. Traza 21 grafico de la funcion 5 partir del grifico

de y = '.lr.u_;;ﬂi . Analiza sus propiledades.

Fiercicios del capitulp

1. Calcula aplicando las propiedades de las  potencias

(considera todas l1as variables positi vas).

@
a) a¥ . oa L G By £ « ¢* «
1 2z 1z
ey 85 . 8% .o . gt dy 2° « 2% 2 "
" 2 1 1
2 1 1 —
e) 37 .3 T .5 4 5 5% . ¥ 5
E] 2 9]
3 57 7 w Y ° s -z
g>[3=3] m[.._]-r._v.-)
¥
z i 2 1 s} 7
i) (Tpgr¥e 2yt syt i1 (0,3hor % [ﬁ' h]
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91/2,,20.22
m)
33
. —- 1 . z
< (£)
") [“5’] Z
2+ 89
a « 12 ]
(2] -(3)->
p)
13 v 2
Resuelve:
X 1
a) 4 “—é‘:_d-

3
ey &5 = 216 ¥ &

a) 23}(1-1 - 410:"2

»+9

g) 257 = 125

iy 997 = 3

Ky g9 = 4°°
2
m 3T % =@
s -4 __ 1
1
= 161.-1-2

2t +
1
» (3]
z

ry 2. 3T e g

) (3% 2 1
q
V) (3}())0"2 o~ 1
x
'8 ] 34 = 1
A

z) 10 » 3% = g10

1} "+ vy ) ot ouwy
=t 9% . 27
n)
& 2
o 102+ 5% - 15°
a - Y10~
2 '
+ 3 3 T is
@ 112132 4 2 ;2
v 2
a
by 2% = &
) ¥ 3 z__...lv__
v 27

o) (st = 1
Z
x+8
Q) 3 - 2% = 192
) 2./;‘ = 128
w) (47X = gt
W) (5P <y
V) 3'5)(—(2)(-1-4) - 9x+n

Determina las soluciones de las siguientes ecuaciones:

»
=+2 LEtEE §
a) 29 = _é__ b)
23)(*5
2
d) 2* + PX +7 _ i -0
K
£ R SV
Yy 2 L 167

) 2x—2 _ 16
,.)X - &
&) 32x+1 - 27

z
x

—_ + g
qr 4

3 ¥ 81
=1/4 32"



[ Tale 1 1
i) e =
Er ax 64

Determina el conjurnto solucidn de las siguientes ine-—

cuarianes exponenciales:, '

ay 10%*7* 3 100" b 7%t 2 3a3”
z
©) [V’T]“"B" }[1’”3;_‘]"' dy 22 5 g%t
Z . x+ A
ey 11* < 11”% 3 bfiﬁ * 1
Or—41 Ko
1 1 X
@) [ _,] < [T] ) S > 1
2 - 2 oW
i) (0,7 = (0,%%"® y [L_ ) s [1 *
' = J i 16
4
k) [—%—]”’ s mﬁg—]‘ 1y 4% > 16t
m) HXxTA? > 4%m 2 ny (n) Sx o +? o
-2, K+ 4 ® 1 x-4 23
{ Mi)z i 2— 2
p 2 e 2"t 28 q) fir]“ *28%. g
Halla los valores de x para gue se cumpla ques
a) a“< 1 (a > 1) By a¥ =1 ta > 1)
cy a< 1 0 < a< 1) gy a2 <€ a fa > 1)
e) a¥ >a (0 < a< 1) £y a?¥Tt o gert (a > 1)
2 2
g a¥ < a®F < a< Ry a > a**rEt (a > 1)
Cal cul a las siguientes lagaritmos:
. i 1
z z
al lnngZS b lngu}ZI c) 109927 d} 1ngn 29
4
e) log 47 4" §) log 81V 3 o) lag 8 h) 1ug2f”§“

Efectua:

I3

4 ——
a) log v 10 + log v 1000 + log 10

1 e
iz * 1Dg2 8

b lugzﬂ + lmg1 32 - quz-w—
2

€} log 0,001 - log 10 ¥10 + log 0,1
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2 log 3
;32

- = - 1
4 2 SIR YL I S rrar -
) 5
e) L log 36 + log L laog ¥ 2
i 5 G T 25 Tz
1 10g63
fi log, g 3 - log, ~75 ~ &
g. talcula los logaritmos decimales de 1oz siguientes na-
mESr s
ay 24,3 b) 4,8 ) 153 d) 0,12
e) 89,6 ) 7,32 1} FE00 ny 44612
i) 4 iy D462H i3 8332,7 1) BS3,29
m) 23 n! 0,68209 iy 456 al 71000
p) BOLS q) 7,59 r 0,0093 5) 0,0000021
t)y &Z,87 u) 98,2 v} 2,456

?.- Expresa madiante un solo logaritmno y calculas

al) 1Dg54 + 10@56 - 10953

b} IDQZS + 1Dg£7 + 10926

cy 2 10965 ~10g67 - 10963

d} 3 Iug73 + 2 10@75

&) 2'10937 - (139314 + 109335)
£ lngz? + 10925 - 199215
g)'w% log 4 + _% 1ag 27

h) 1u962 + L 1Dq632 — log b

5
10. Despeja m en las siguientes férmulas:
a) a" -~ b = ¢ by ¢ + & = b
:]
D avbp" —c=0 d) (™™ + ac =1

Escribme los valores admisibles de las variables a, b, c.
1. Entre qué nameros entéros estan comprendidos | 0os loga-—
ritmos de bazse 10 de las numeras:
ay 3 B} 18 c) 124 d) 1782
e} 0,5 ) 0,07 g)0,018 h} 0,00215
12. Resuelve considerando todas las expresiones positivas:

a) lng w

il

log 7 + log & — log 3

b) log x = 2 log 3 + 3 log 5

S1



14,

c) log =
di log

e}y Log =«

= 3 lag 2 - 2 Yog 3 + log 5
= A Itwg a — 5 o b+ 2 1log o)
= —= lagf{a + b)) - [Iog a + 2 Yoy b oF c)]

3 e
£y log x = log @2 - _é log a
)1-.~-——31--sb—11 +A-:}~lnb
2) log » = -7 log — tog & 104
h) tog # = 2 lag ¥ a + B — log ¥V & — b + é
Halla el consupto solucidn des:
al 1Dg$h + 1mgsﬂx + 1) i
) 4 lmgsx + 7 luqsx 11
c) 5 lngﬂx 12 = 2 10gqx + 21
dry = lugdx + 5 = lmg4x + 1
Z w o+ 3 = . §-
&) lnga 3 4 lﬂgaa LI |
) . 2
®ot 2= K-
£) 5 lngﬂa , lmgﬁ( 1
g 3 - 2 iog v° = 3 log » — 2
. ) oo TR L
hl lngaﬁ 2 10939
1) 2 log » = log 4 + logi(x - 1)
1) log NS log » = 1
T — 1og =
) o “mé_ =
b -
o log4x
1) log vV a v 5 o= 2
M+ 4
Z —
m) log, ¥ 8°°' = 2% - a
n) leg(x — 2y + 2 log v 2Zx-~1 = 2
) 1ag(2+ 8) + =
log(2"+ )
al lag [ Y + 5+ x J = 2
= .
Selecciona la solucidn de ia inecuacidn:
a) lngﬁ(xz - % %) < O @n
(1) =f < x <0 6 T < x<Z (2O
) -~ L < x <2 4y ¢
2] lmga(Zx - 1) < log 3 siendo a » 1 en
a
52
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15.

la,

(1) % <2 @ LEx<2z B Ldix<2
£) tag (5 — Zx) > log (x> + 5)  en

(1) w 2 -3 & u >0 (2) -3 < x <0 (3) ¢
d} lag (x - 1) < log (4% — en

(o B | 0,3

(1) «w > 2 ) ¢ (3} para toda % € R
@) lag, “ + &) < log (2 - 4x1  en

1y x « -2 2 ¢ (3) para todo » « R

Resuelve |las siguientes sistemas de ecuaciones;

i

22(x+y) = 2 % + v
ar  _2zx-oy _ & [3}] 4
- log x ~ lugzy
) 2R o og d) %2+ y® =
32x+2y = X

log = - lag y =

gZX"3Y = 97
e) 2
log (x + 1) + log (y + 3} = 1log ¢« — 1)

) 2.8 = 0
lngz(Ex ~ 3y} -~ lmgzy ==

g} log 27 = x +y }
10gq(4x +oy) o= 1+ lags(x + 1)

w o+ oy = 22
h
log x - log vy 1

i) wE- y2= 11 }
log » - logy =1
H Y243 = 0
5

3

lngzx + lugz(x —2v)
Determina ios valores de x « IR que satisfacen:
a) 1 — = -

Dgz(Ex 2} 4 19923 109227

b 4. 32n-1= 4
33
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1
) lngsx + Iagstxﬁi) =z 1ng54

d) logl(hAx—4) = cos 3%
g y2%-10
a) [ = ] = ESEH—WOO
: ¥ 9
2
. H —dAx - E
f) 2 1Dg4(tan 4)
L=
Zx-1 coa SO
gy 9~ = 27
x-2 24
)y (27} = C0s r

i) [ﬂ%“]* - T
J) ilog (Ax-2) 4+ log 2 = 3 lag 2
k) lugaax + loga(x + 2) = lng93x
xZ—13 - 1

a1
m) qusx =3 I0952 + 10953

x+8
rn) [ ‘?x_a] = 1

fi} ]Dgzlﬂ + 2 log 2 _lmgzﬁ = 1092(3x

1y 3

o) lugzﬁx + Ingz(x + n%) = - 10924

b4 1
p) 100100 = Y 10%?

4 2x+3_ - Ix-5
-
2
Py (3x + 130 TAExeA L = v 1

&) g ax - [ 1 ]x+3

) /9x¢x+1ﬂ - 1

X
] % + 4
v) log (e + 1) = 2 + 1og n

vz vz
w) lngx(x + 1) = 2 - lugx(x — 2}

r

a

L) =

53 N = [

x) logzz x + 1ogzxz = 8

=1



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23,

29,

v} log Go + 2) + lag % = lay B

. a z_

z) lﬂqa" + lcgax 19

Probar que i 1og,M + 3 lngzN - v = 3, enionces
23 tyY = M =~ NS

Resuelve las siguientes inecuaciones;

- ~ =*
a) 1091,5 (% g = 1991’5 1
b} Iog2(4 — %} < lmgz >

. -
) 1091/8 o lagi/aidx 2}

d) log (y2— 2y + 1) < 2
e) lugz(x - ) + lngz(x -4 < 1
£) lngg(xz— 1y < 1t

g} ngo’ﬁx <%

h) 1094(2x + 1) - 109‘3 > log‘ ®

i) lmgz(xz - % ~8) ¥ O

i) log, (x* + ax 5 = -4

Completa las coordenadas de los puntos 6, B, T y D que
pertenecen a la Funcidn y = lag (x — 1} si. conoces

que: A(33y) 3 Bixsl) ;3 C3,55v) ;3 Dles—1).

>

Si Fix} = 47, investiga para gqué valores de %
Fi3x*— 85x) = 1&
Sea f{x) = ﬁx, Lpara gue valores de ®x se cumple gue

F 3z + 5 - 36 » 0 72
Calcula = en f (2% + 1}

il

1
a) si fix) = 10" h) si fx) = log x
Bi ftx) = 3"~ 4 3 gx) = log_ (x — 3)
a) 4 En qué punto sus graficas cortan el eje "x"?
B Determina el dominio, la imagen y la monotonia de
- fyoae.

L) Represéntalas graficamente.
9) Halla x € R si f(x) + 3 =0 y

gix) + log (2x + 13) - 4 = o .

x

Sea la funcian hAt(x) = 3% + 3

a) Investiga si los pares (4;84); (—1;—1%); (0;2);

(2;5) pertenecen o na a h.

b Determina 1a imagen de la funcidn en =1 intervalo

bw 1)



-1 € x = 2.

c) ;Para quée valor de %, hix) = 12; hix) = 57

d) Resuel ve: {2a + b)Y = 4
h(2a — Db) 30

25. Dadas los graficos de funciones del tipo indicado

{fig. 1.13). Escribe sus ecuariones y analiza sus pro-

piedades.
Y

al

7} y=log a()*+b)

(a9}

Fig. 1.13
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LA GEOMETRIA ANALITICA

EL surgimiento de e=sta rama de | a Matemitica | g podemas
encontrar, coma en otras ocasiones, en € trabajo de los
antiguos griegos. Un antecedente de | a geometria analitica
parece hallarse en las obras de Apolonio de Perga (262-1%0
a.n.e.) pues este, en su libra Las Cénica=, usa procedi -
mientos muy similares a | 0os que después llevarian a Des—
cartes a crear este método en € que se combinan  arnoni o-
samente los recursos del algebra y | a geometria

Unos cinco sigqlos més tarde, en el afioe 300 d-n.e.,
Pappus de Alejandria escribe su obra Coleccidn y en ella
pl antea un problema que propone buscar € lugar geométrico
formado por | as intersecciones de rectas que satisfacen
determinadas condiciones.

Ni Apoplonio, ni Pappus logran Ilegar a |la geometria
analttica, porque ambpos eran fundamentalmente gedmetras vy
carecian de todos los recursos algebraicos; de poseerlos,
les hubiese permitido adel antar varias siglos este descu-
brimienta.

Cuando siglos después surge el Algehbra simbdlira, se
crean las condiciones para gue se produzca el surgimientor
de la geometria analitica. Esta s& debe al mat emat i ca
francés Rend Descartes (1594—-1450), precisamente, cuando
al intentar resolver el misma problema propuesto por Pap-
Pus, este le conduce a la idea de enlazar la geomatria vy
el Algebra.

Azl pyes, desde 1428,emplea Descartes sus procedimien—
tos para reasolver problemas de geometria, pero no los pu—
blica hasta 1637 , 80 un apéndice de su famasa obra
El discurso del método.

Aunque 1a prioridad del descubrimiento de la analitica

no s . .
Puede discutirse a Descartes, no es menas cierta que
tuvo

Un rival en el matemitico Francés Pedro Fermat
(1601-1445) .
F. ..
Srmat, al abordar la tarea de redactar, con una visién
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adecuada a su #poca, |la obra de Apalonio, Lugares Planas,
1lega al principio fundanental de la geametria analitica
al expresar-;

Siempre que en una ecuacidan final. aparezocan

dos variables, btenemos un lugar geométrico,

pues e extremo de una de las variables des-

cribe una linea, recta 0 curva.

En esta capituln vas a estudiar, fundamentalmente, la

geometria analitica de la recta, y aprenderas a wutilizar
los recuwrsos algebraicos para calenlar y para demostrar

propi edades que antes saolo podias hacer utilizando métodos
geanétricos.,

oe
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, CaARTULD
GEOMETRIA ANAL {TICA DE LA RECTA ENEL PLANO E

ECUACION CARTESTANA DE LA RECTA
1. Farmalas hasicas

Desde grados anterlores conoces (os sistemas de coar e
nadas cartesianos vy los has utilizado en el estudio de las
representaciones graficas de funciones. En  este capituio
aplicaremps los sistemas de coordenadas al estuiino de ta
geometria, en particular comenzaremis por obtener farpulas
que representan anali ticamente (es decir, en ‘términos de

coordenadas) hechos basicos de | a geometria

Teorema 1

Dados dos puntos del plano P1‘X1;y1} v PZ(RZ;VZ)T
ia distancia entre ell os esta dada por la {&rmua—
a: .
g 3Py = ¥ x — w 0% (y —y "
1 2 1 2 1 2
Demostracicn
Trazamos par P, una recta Y
Paralela a1 eje "y" y por P, v P04 7)
-
|
Una recty paralela Ya eje “x", MT\\\“\
" phobo B
19. 2.1), estas rectas son z :Q(&sh) ]
Perpendiculares entre si Yy, l
| |
POr tanto, se intersecan en | L
o] x, Xz P
un
Punto Q(xi;yz)_ Fig. 2.1
E o .
N estas condiciones PG| = |v,~ L%

[

[PLR] = == xd

D
®l teorema de Pitagoras resulta entonces:
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|F | o= f[Tﬁ“§]2+ |F =V G- x 0 w2
i 2 1 i Z

Pero jF F | es, precisamente, la distancia d(P_ ,F)
1z 2 27 7

fuego d(P i P ) v/(“ - x2)2+ (y1~ yz)2 como Se queria, g

[ Ejempla I |

Calcula | a distancia entre los pares de puntas dados:
ay P(3;4) , P(5;1> b P(6,3;-1> , P (-2, 3;-3

ey PCZ:1) , Q[ %]
Resglucidn
Como conocemos |as coordenadas de les puntos, sustitu-

vendo en la farmula de distancia tenemos:

ay dPsF) = Y (s - 3%+ (4 — 112 =/ (—22%+ (32
= v a+9=o13=361

b) d(P 3P = V6,5 % 2,3% (-1 + % = 7 8,6% 2°

=¥ 73,96 + 4 = /77,96 = 8,83
©) diP,0) = ./(1/-? - a4y%+ [1 - "1“]2 = /e - [i];Z

a a

= /.s??oa + 0,445 = ¥ 7,153 = 7,47 g

E

a) Prueba que € tri&ngulc cuyos vértices sSon AC-1;02,
B(7; -83 y CC-2; -9 es isdsceles.

Fd

| Ejemplo

b Halla el centro y el radio de la circunferencia que pa-
sa por | os puntos DCO 0 , EC1;73 , FC7;-1D2.

c) Prueba que |l os trisangulos da vértices GC3;5> , HC13;12 ,
IC~-1:2) , ¥y JCO:=1D> , K(2:3) , L{4:;2) son rectingulos ¥
congruentes.

Resolucidn

at Cal cul enps 1las | ongitudes de | as |ados:

Y1 - 732 0+ @® =064+ 68 =+ 178

d(A;B) =
450 =¥ 7+ 2%+ (8 + D% =481+ 1 /—'?a‘?%
deC;a) =¥ (-2 + D%+ (9 -~ m? =41 +8 =+82 =906

luegn come las lados BC y CA son iquales el AABC es iS087
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relkes.

b) Como sabes, todas los puntos de la circunferenci a equi—
distan del centro. Sea O(x;y) el centro de la circunfe—
FEncCia, ueqgos

di(0:; D) = diO;E) = d(O;F), (Fig.2.2),

Fig. 2.2

es decir,

ViPe v =t - 12+ (y - D2 = o 2 - IZ+ (y + 12

temando dos a dos los miembros de esta cadena e igualda-

des se obhtiena:

¥ xFe yE = Vﬁ(u - D%y - D

que es epquivalente a: 2w + 14y — 50 = O 1)
y Y2 y2 = e - 2%+ (y + 17F
que es equivalente a: T —y — 29 = 0 2)

Can la ecuaciones (1) y (2) formamos un sistema cuya
S0lucidn son las coordenadas (x3y} del centro de. la cir-—
Cunferencia. Esta solucién es: (4;3)

Para hallar el radia tenemos gue:

r = d(U;D) = {Rz+ Vz - 42+ 3{ _ 1{;& + 9‘ = f 2% = 5

©) Para probar que dos tridangulos son congruentes basta

SOn prabar que sus tres lados =son respectivamente
igualeg.

En el apHi tenemos:

|BH| = diG;H) = Y a4 + 16a=295

41




2
-]
’

\Mm(= aws

|GT} = a(G:1) = ¥ 16 +.9

En el AJKL tenemos:

i

K
;7
1l
4]

|JKl = d(J3K) = ¥ 4 + 1a=27¥ 5
L] = a3y =V 4+ 1 =45
|ICT| = dzd) =¥ 16 + 9 = #/25 =5
luega como las lados smon respectivamente  iguales, dichas

tridngulos son congruentes.

Para probar que un triangulo es rectingulo solo es ne-
cesario comprobar que satisface &1 teorema de Pitagoras.
Como | a hipotenusa es =1 mayor de los lados, en e AGHI
detre cunplirse que:

[BT|%= |GH|% |AT|*
v ®@sto =s cumple ya que 25 = 20 + 5 luego el AGH es rec-
tangulio, y también la es el AJKL por ser ambas congruen-
tes. -

El teorema 1 permite representar analiticamente un con-
cepta geométrica fundamental. el de distancia entre dos
puntos, Otro concepto basico es el de | a direccidn de una
recta, para caracterizar esta direccisn utilizamos un con-
cepto que ya conpnces: | a pendiente,

Teorema 2

- ) - -
Sean P1 (x‘,yi ’ F='2 (xz,yz) fdos puntos de una rec

ta .no paralela al eje "y"; |la pendjente::
Vz‘ Y,
m =5  ————
®_— %
2 4

es |a tangente del angulo que forma |l a recta con
el semigpje "w" positivo.

Demostracisn
Trazamos par P1 una paralela al eje "«x" de mgdo que 12
semirrecta F'il;! tenga la orientacidén positiva y por P, una

paralela al eje'y": ambas rectas se cortan en @ (fig.2.3):

&2
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Fig. 2.3

Sea a el angulo que la recta forma con =21 semieje "x"

positivo, tenemos:

por Angulos correspon-
£ P PR = o
2 1

dientes entre paralelas
Y, ,
uego: = t = S
Tueg tan « tarn £ Pgua Pra— » O Sea,
2 1
m = tarn o comn S52 gueria. o

Una recta paralela al eie ''y" no tiene pendiente pues

X, =X, Y el cociente s& indefine.

Ejemplo 3 }

Calcula la pendiente de las rectas determinadas por las

puntos dados y halla e! angulo que forma con el semieje

x" positivo.

a) PC1;3 , PUGT by AC3: 7Y , B[—O,S;%}
) CC~3, 5: ¥2) , D[é;m g]
Resolucion

8) Calculemos la pendiente

_ Y© Yy 7 =3 _
m= T & - 1
2 2

Para calcular e Angulo a que forma la recta can la di-

L p

receidn positiva del eje "% tenemos:

tan a = m = & = 0,8 luego o = 38,7

A
Y. -y 2 7
=z .
b) La Pendiente s m = o A = 4 = bf‘? = 1,784
¥~ -0, — 3 ~A T
B A
4 tan o = m = 1,786 luege o = 60,8°,

&3




) . ‘e mos - D c _ 3
c) La pendiente w=s: m fo— 5 S
_ :9,6&67 t_l,414
g3,5
- .':3 ,0B07 o
doe— = — 0,2448
¥ tan & = m = ~0,72448 luega o = 180°- 13,

La pendiente de una recta determina su direccidn,

utilizandola Se puede decidir cobre d
perpendicul aridad de las rectas.

Teorema 3

BO

= 166,27

paralelismo vy

m

luegno
la

Sean las rectas rLyor, de pendientes Ny m,
respectivamente, se crumple que
a r |fr siy solosims=m
1 =z 1 2
by r 1 r siy solo sim= — i.
1 F m
1
Denostraci 6n
a) si r1[| r, (fig. 2.4 a) se cumple gue:
011 = 0(? por ser correspondientea
3umgo tan oa = tan a?
par tanto Mmoo o= M Ccondicisn de paral el i smp3
4 2

ranmo los pasos son reversibles se demuestra gue si m = mz,
1

entonces r || r, Y queda demostrado el inciso a

o =}

T / o X

{a)
Fig.2.4

) ri 1 rz (fig. 2.4 D) se cumple gque:
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< . .
a = P07+ o Angule exterior a un triingulo
2 i

luege  tan o= tan (70°+ o)

o _ 1 (punto a% del NMe-
tan a = cot a = tan o ment o’
por tanta m,o= - — Ccondicison de perpendicularidadd
1
como las pasos san reversibles se demuestra gue  si
1 . .

m?_: - ; yentonces r‘J.. r2 ¥ queda demostrado el inciso b. @
[ Ejemplo 4 ]

a) Prueba que PORS es un paralelogramo si:
PC-2:-1), QC2:312, RC334) y SC(-1:;2).

b} En el paralelogramo ABCD cuyos vértices son AC1;1),
BC4;2), C(5;5) y IX2:4). Calcula |la pendiente de sus
di agonal es. Prueba que son perpendiculares. Jue tipo
de paralelogramo es?

¢) Prueba que los puntas EC-2; -4}, F(4;-1) y 6(8;1) estan
alineado' ;

d) Prueba que los triangulos ABC y AMN , representados en

el papel cuadriculado Cfig. 2.5 son semejantes.

v

e

5

A A

3 .

: X -
B

b

ol 1T [z = 13 15 &6 7 x

Fig. 2.5
Resolucison o

a) Basta probar que este cuadriliterp tiene dos lados pa

lalelos e igual es.
Hallandg las pendientes de PG y RS, tenemos:
=1+1 2 i 2 -4 _ -2 1

m e e -4 = =z o—_— = =
Pa Z 32 7 ’ Mes™ -1 = 3 477 2
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luego P& || RS, porgue sus pendientes son iguales.

Iﬁﬁ] = ff;;; 4% = 4 + 14 =+ 20‘ =2 +45

RS =7/ 2% -1 =/ a+16=7/2 =275

par tanto, PR = BS y el cuadrilatero es UNn paralelagramo,

b} En el paralelogramo ABCD
(fig. 2.4) calculemos las
pendientes de las diagona-—

les AC y BD.

m=5”1‘—“1
ac 95 - 1 '
4 -2 2 _ .
M= 5 F = == = 1 Fig. 2.&
. - 1 Yol B0
se cumple que: me T , luego , AC 1 ED,

El paralelogramo es un rambo porque SusS diagonales son
perpendiculares.
c)} Para probar que lo=s puntos E, F y G estan alineados
basta probar que los segmentos EF y FG son paral el os ya

que tienen un punta comdudn.

ooTL+a _ 3 1 1+ 12
wr 4+ 2 & 7 v Mg =437 7F
luego EF || F& y conp tienen un punto coman, | 0s puntas

E, F y 6 estan alineadas.
d} Para probar que dichos triidngulos son semejantes hasta
probar que tienen dos pares de angulos iguales.
En los triangulos ABC y AMN el angulo de vértice A e
comtn; Nos faltaria probar la igualdad de otra pareja
de &angulos. Para ello analicenps si las segmentos MN Y
B son paralelos.
Tenemos que:
M(3,5:;3) , N{4:2,5) , B{(232) v C(331)
2,9 - 3 ~0,5

luego men" &~ 5,5 - 0,8 1!

R - S

BC 3 — 2 1
por tanto, MN | BC. por 1lg que los 4angulaos AMN Y ABC
spn i gual es (correspondientes entre paralelas) Y se

&b



cumple gue los tridngulos AMM Yy ABC =on semejantaes. -
El siguiente teorema permite calcular  1as conrtenadas

del punto medio de urn segmento v resulta de utriidad en &1

trabain geometrica.

Teorema 4

Sea AR un segmerto cuyos extramos bienet ooor—
denadas H(xA;yA), B(mH;yB), antonces 1as coor

denadas del punto medio Mx sy )} de AE son:

W+ 3 +
N S _ a8
M 2 ? Y 2z
Demastracidn
En 8l AABC, MM’ paralela ¥
. ) B
media (fig. 2.7), luego Yor — T — T T T o m
,-”/ - ‘
BC = 2 MM" , es decir, WnL"_ _‘___7#/”‘ i
,//
—- = — e i |
Yoo Ya ya~ Y4!? I N
A AT' A ¢
yoty,= 2 | | I
B A yu | 1 |
I VY (NI U
+ .
- YA Yy 0 X4 m Ko %
yu 2
Analogamente se obtiene Ky W Fig. 2.7

Ejempln S

2) Dado el triangulo cuyos vértices son los puntos AL -10,

BC3:5) y cc-3; 3», calcula 1a longitud de | a mediana re-
lativa al lado BEC.
b) Prueba que las diagonales del cuadrilatero cuyos veérti-
ces son DX-1;-1), ECS;0), F(3;2) y G(-3;12) se cortan en

U punto medio. jQu¢ tipo de cuadrilatero es?
Resﬂlucién

a) . —
Para calcular 1a longitud de la medi ana AR, debemos co—

NaCer | as rpordenadas del punta medio (B) del lado BC

$ig. 2.8 a).
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e L T
L‘G\
il
1; ra <
=T
? ;
. I
:
"Fm

Fig. 2.8

o+ x v + vy
o . _ B c ., ’'nm cl (o .8y _ .
luego (AD,yD) = [ = 3 5 ] = Eﬁ,a] = (034)

por tanta D(D3;4)

ahora |DA| = d,A) = Viw-2% a+n?=va4+25

= f;xﬁ,z@

B} Hallemos ios puntas nmedios My N de las diagonales DF y

EG respectivamente (fig. 2.B b):

. _ 1 1 ‘ 1
(KM;YM3 = [%;z] = [1;~J luego M[l;ﬁ]

2 1 i 1
(MN;yN) = Eﬁ;i] = [1;5] luego N[l;i]

par tanta M y N coinciden y las diagonale= Se cortan en su

=

punto medio, luego € cuadrilatero es UN paralelogramo. o
lLas conrdenadas permiten también demostrar propiedades

geométricas.

[ Eijempla 6 |

Prueba que |las diagonales de un rectingula SON congruen”

tes.

Resolucidn

Cuando gueremos demostrar una propiedad geométricas, la

posicidn de los eies no influye en las resul tados vy, por
tanto, =e trata de escogerlos | 0 mas convenientemente posk

ble. En este caso escogemos un vértice del. rectangulo @0
H

el origen (fig. 2.9), un lada coincidiendo ron el eje "®

y entonces otro estsd situado sobre el eje "y",

68



Y
cla;h
B(Ojb) _ {aj )
S -~
~ -
>
-~ T
-~ s
T E—
0 A (&, 0) >
Frg. 2.9

Sean 1ns vértices 0(0;0) , Alair , BIGgk) ,Clazbr, en-

tonces:

. o n .
|BB} = ¥ at+ p® = |0

cama se queria ]

Ejercicios (epigrafe 1)

1. Halla la distancia entre los puntos:

ar A-332) , DlH;—-4) by Cas7) , D&
c) E(331) , Fel;—-1) d) Beisoy , H(-2;1)
e) 1(4;5) , J(635) £) KiZ3ér 5 L0333
g) M[%;a] ' N[%;l) By 0¢YZ3E) , F(O3va)

} 1., P
iy Q2,52 4 R(1,3;1,5) i} S[a;a] . TAZ2,733, 10

2. Halla |l a coordenada que falta sirz
a) d(AB) = 4 5 A(235) , BL(2,5;y)

b) d(C,D) 2 I 3 Ct2a31ly , Dlazd)
) diH,I) = 4,5 ; H{Za:D , Ia — 1;&)
d) d(E,F) = 3 3 E(4;b) , Fi-13h%)
3. Si sabes gue una recta p forma con el semiele x posi-
tivo un angulo o, determina el valor de su prevrod i ente.,
a) a = 15° by a = 45° ) a = 607 4y o = 787
® a=90° ) a= 110° gl o= 145 R o = 1807
Calcula la amplitud del 4ngulo o due forma la recta
con la diraccién positiva del eje "x" i sabes gue pasa
Por los puntos: A
2 A43) |, B(-154) b) C(2,5;2) , D(1,5;va)
O E/F 2,8 , F(YE31 3 d) B338) , H(-T,4;2/D)

&7




1G.

11.

12.

a) [{(~T+gi2,7) , J{735) ) EA7,1;2v8) , L{&,1;:79)
Sea d tridangulo ABLC de vértices A(l;1) , B(O;3) y
£¢4:7). Cal cul a:
&) la lomgitud de sus |l ados, clasificalo;
try ta longitud de sus nmedi anas
Muestra que d triangulo cuyos vértices san A(Z;-3)
B(S5:;-2) y C(4;1) es rectingulo. Halla la longitud de |a
mediana rel ativa a | a hipotenusa.
Dado el triangulo cuyos vértices son M(1;1) , N(533) vy
F{43;-4) , comprueba que es isdsceles y cal cula su area.
Los punteos dados corresponden a vérticres de un  cuadri-
latern (en ese orden). Halla las longitudes y las pen-
dientes de =us diagonales, clasificalo,
ar A0 , RiS;-1) , C(632) , D33
b) ELO;0) , F(4,5:1,5) , Glo3sy , H{1,5;54,59)
ey M1y 5, N@432) , 00435 ,P(034)
dy @c-15-2) , R{43-3) , 85(5;2) , T(O;3)
2) Ut-4s—1} , ¥{1,5:0) , W(4;5) ,X(i,5;4)
) AC2:-3) , Bissty , E(254) , D(-252)
g) EL253) , FI-2;1) , G(O3-5) , H{&; )
Dados | os vértices de un cuadrilatero G¢{-1;-2), B{3;51),
Ci75-2) y D{Z;-5), comprueita que es UN rombo y calrula
Su Aread.
Se tiene un cuadrilitera Cuyas vértices san: M{~33-1),
N33y , 0(334) vy Pa;—-1).
a) Halla su perimetro.
bl Comprueba que el ruadrilatero que se obtiene al
unir los puntas medions de sus lados €S un paralelo”
gr ano.
a) Prueba gue les triangulos ABCy DEF representadof
en la figura Z2.10 =on igual es.
b} LBué tipo de cuadril dtera es el ABDE?
Denuestra fque el segmento que une | os puntos medins de
los lados de un tri Angula es paralela al tercer ladp

igual a =u mitad,
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3 . ,,
L 4
3 \ I .
N RN
VN
\ A _
6 1-6 -4 {372 [1o 1 2 3 4 & [
1 T P N
E
. P»_
I
Fig.2.10
13. Los= puntos a{131), B(S5;3), Ce3;7) y Di—135), tomados

en aese orden, son los vértices de un cuadradi.
a) Halla su area.
b)Y Halla el centrn y 21 radio de la circunferencia
circunscrita.

14. Halla el centro y el radin de 1la circunferencia gue
pasa por los puntps:
) A{O; )
b} D(1;5)

. BlO3EY , CiZ33)
., BEtoily , Fl13-3)
c) B(5;3) , H(4;8) , 1(0;8)
d) J(-3;6) , K(2,1} , L{1;4)

e} Prueba que los triangulos GHI y JKL son semejantes.

15. Prueba que el sagmentn que une los puntes medios  de
los lados no paralelos de un trapecio, es paralela a
los otros dos lados e igusl a la semisuma de elins.

te- Demuestra que en un paralelogramo  las diagonales se

o Eortan en su punto medio.

Prueba gue las diagonales del rombo s cortan per—s
Pendicul armenta.
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2. Fcuacidn cartesiana Jde Ia recta

Fn tus estudi os realizados hasta ahora has trabajado
con gcuaciones de dos variables tales como y = ax‘+ bx + Ty
y = me + n, etr., para las cuales existe un conjuntno de
puntos FPi{x;y) del plano gue | a satisfacen. Este conjunto
de puntos cuyas coordenadas satisfacen a la ecuacidn  se
Ilama gratico de la ecuacidn u lugar geometrico.

Algunos ejemplos de lugares geométricos aparecgn repre-

sentados en la figura 2. 11,

v ot hra

Fig. 2.11

En este epigrafe comenzaremns a estudiar la relacidn

que existe entre las figuras geométricas y las  ecuaciones

que las representan.

Ejemplo LWJ

Halla la ecuacidn del lugar Y
geomttrico de los puntos gue .
equidistan de AC1;3) y BCE; 5.
Resolucidan

Sea Pi(x3y) un punto cual -

quiera del lugar geométrico,

sntonces debe cumplirse que:
d(P,A) = d(P,B) (fig. 2.12}

] - ": >
V/(x - D+ oy - n* = Vf}x - 237+ (y -~ W)

[
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conp las di stanci as son siempre positivas, esto s cumple
&i y Bolo si:

z 2

(x — 1)°+ {y — 3

x - 2% (y — 7
X2—2x+1+yz— by+9:x2—4x+4+yz— 10y + 25
2% + 4y - 19 O

i

p sea, si y solo si Y=*;-x+‘1—s:"ﬂ

En d ejemplo anterior la ecuaci 6n del lugar geométrico
es una ecuaci bn de primer grado cuya grafica es una recta.
Esta no es sorprendente ya gque desde la secundaria basica
sabes que los puntas que eguidistan de los extremos d& un
segmento,en este caso AB, estan en la mediatriz de este
segmento- Como la mediatriz es una recta, su ecuacidn es
de la forma y = mx + n donde mes su pendiente

En general se cunpl e:
Teorema 1

H lugar geométrico de |la ecuacion Ax + By + C = 0
con A2 & B O es una recta.

Demostracicen

8 B~ Q en la eruacidn fx + By + C = 0, despejando "y"
obtenemos:

=0 L
YE=§* _8 A
luego su grafica es una recta de pendiente m = - 5
Reciprocamente, a r una
yl recta, debemos probar que s
y_____;P/ ecuacibn es de la forma dada.
_ ! . .
N ' | Sean P (xi,yl) y Pz(xz,yz)
y |
P =y, 1 : dos puntos de la recta, st
i | |
.______i 4' ! Pi{xzy) es un punta tualguie-
X 0 X X
Xz rade la recta (fig. 2Z2.13),
Fig. 2.13 debe ser:
Y - v, N L la pendiante ea
X — % x.- X unica.
2 i

(xz— xi) ly - yi) = (x — xl) (yz-— yi)
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(xz— xi)y - (xz— X1) y1 == (yz— yj).\{ - (yz— yibwi
- - X = {y - n - Wt "
(K2 Ki)y \Zyl* x1y1 yz yi yz S Yl 1
— -+ - - =
(y1 yz)x (xz xi)y x Y, ¥, %, Y
{y -y ¥w + (x — + « - Yy = 0
Y, Y, *2 X1)y YR
que e@s de |a forma dada con:
A = Yo7 ¥y o7 B = T Ry L= YT Y
y al menos uno de los coeficientes A& B es distinta de
cero. o
En la ecuacidn i + By + C = O se tiene que:

Si A =0, e trata de una recta paralela al eie x,

C .
y = - g (fig. 2.14 a),
En el caso B = O, |la eruaciédn adapta | a forma
Ax + 0 =0 & »n = Mg-

que representa una recta paralela al eje y {(fig. 2.14 h}.

En este caso no representa una funcidn lineal.
e}

£
En el casa CC = 0 | a ecuacidn se reduce a y = =~ fF *
y = nx |a cual es una recta que pasa por el origen de co-

ardenadas (fig. 2.14 c).

) Y A
re§x
//ntf% IJ )
¥=n — Py ),':‘
0 o 0 -% "

pasa por el ocrilgef

paralela al eje vy paralela al €j e“y” de coordenacas
(a) {b) ()
Fig. 2.14

Hasta &l momento, en el trabajo realizado con l|las ecua”
ciones con dos .variables, se ha partida de | a ecuacién Pa-
ra hallar el |ugar geométrico correspandiente; pera ta'-
bién es posible hacer el proceso inverso, es decir, partif
del lugar geométrico para obtener su ecuacidn.

En &l caso de larecta hay diferentes posibilidades P2
ra hacerla ya que una recta queda determinada de diferen”

tes formas:
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a) Coanocidos wn puanto de 1a misma v 54 direcciaon (enta
pusde vertr dada por la pendilente) .
b} Conocidos dos de sus puntos.

[(Eheaplc

Halla la ecuacion de la recta gque pasa por el punto AC3;&D

y tiene pendiente m = :— .

Fegol ae 1on v
Conovidos unn punto v la pen—
dipnte Ia recta gueda detersml— P
A T
nada (fig. Z.15%%, luego consi- 2= - .;,.-r*/—?4
Ty 2
R - |
derando  wun  punto cualgquiera e 1 —
- a 5 v,
Pix 5 y) de la recta se cumple
N |
mo= L5 Fig. 2,15
1 1 y - 2
pero comp n = & , entonces: P e
WL = A
» o— 5= 2y o~ 4
¥ o= 2y + 1 =0

Ejemplo & |
Halla | a ecuacidn de | a recta determinada por los puntos
BC2 ;-3) y €(4 ; 5.
Resolucidn

Como conocemos dos puntos, podemos hallar la pendiante

de |a recta;

mzyaﬁyjh:'j—*:‘s‘.:_a_::l[.
W_— W a4 - 2 2
z s
Conocida va la pendiente procederemas igual al & jenn—

1 . .
Plo anterior con uno cualguiera de los  pontos dados, en

Ste cago tomamos B.

B e
“ W — 2
4 - 8 =y + 3

fi

4x — v — 11 O

P .
u . . .
edes comprabar, en el ejemplo anterior, que 51 tomas

el
Punto C obtendric la misma ecuacion.
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En recsumen:

Fara obrendr la scuscion de upa rectas seguimos
2l algoritmo:
L. S copocemos un punto y 1a pendiente:

a) comsideramos un punta Fix 3 y) cualgquie—
ro de la recta;

B) sustituimos las coordenadas de F y del
punto conocido al igual gue el valor de
ja perndiente en |la férmula de | a mismaj;

) afertnamos v expresancs en la forma
As + By +» 0 =0 o y = mx + n.

2. 51 conncemos dos puntos:
Hal iamos el wvalar de la pendiente y segui-~
mos ¢l procedimiento anterior wtilizando

L ung de los puntos dados.

Determina | os puntos de interseccidn de las rectas
a) 2x -y ~ 1 = 0O b)'s;{-‘y-i.-:o c) 6Gx + 8By + 10 = 0
X -2y + 4 =0 Ix -y — 4 = 0O Ax + 4y + 5 = 0
Resol woidan v |
iLos puntos de icterseccion de ambas rectas’ deben satis-—
facer las dos ecunaciones, luego se trata de resolver el
siztoma (punto 15 del Memento).
al v o2 B -y - 1 = 0
rir ox o= 2y + & = 0

_ i et emim Zv -y = 1
Aruol vamos el siostema:

w - 2y = —4
Fl =sistema tiens wuna unica solucisn (23;3), esto signifi
ca que las rectas tiesnen un Ynico punto comin, es de-
cir, se cortan. en gl punto (2;3) (fig. 2.1&6 al.

n ) c)
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Restando anbas Erudtiongs para el rminar i oyt
e 3

T om0 ogee wes un abmyrdo. EBEsto srgnifica gque )

[mln )=y LN

a1 lema

Ao tiene solucion, es decir, Jas rechas e Liengn  pans

tos comunes, 10 qQue significa que sof varalelos
cidentes (4ig.2.14 b A la amisma conc b uslon
1legar si notamnos Jque las pendientes SO0 iouasltes

Yiepen @)l misme intercepte en el s)0 Tt

cY oros o Gu o Ay ok 100w 0 (G
Fr Dno+ Ay 0 = D ()

e Coiry
mrend snors

Vo RD

Multiplicando 1a ecuauidan [y por -2 oy sumsndo la

ecuacian obtenida con 1) obtenemos O = O, Lo cual A

cumple ciempre. Esto significa gue el sialbens tierne L

finitas sotuciones, luepo las roctas Piensn todon  SU%

puntos comines, o3 decrr, las rectas =00 LAl i

(fig. 2.16 ).

Lilentes

A la misma conclusion se puede llegar =i notamos  gue

tisnen la mizma pendiente y =21 mismo Cipteroeptu

e,iE‘ "Y“.

Los vértices del trisngulo ABC. son AC-2 3 2 B¢3 g
oz ; 5y,
a)

b Halla el pie de la altura relativa
) Halla los 4ngulos A y B.
Resolucien ‘

Conocidos los puntos A y B
c
alculamns 1a pendiente de la

RE (fig. 2.17):

Mm = yn\ - o - 2 3 —_ . il
¥ X IF=T T U5 S
A

upy punto FOxgy)

Cual quj
Quiera de la recta y toman-— Fig. 2.17
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Halla la ecuacion de la recta gue contiens al Lado AB.




do ®% punto B (podias haber tomado &1 punto A), conoci da

ya la pendiente tenemos:

y — ©
=

N
0] %<

2w + & =
2% + 3y — b = 0O

¥

h} Para hallar el pie de la altura buscamos |la ecuacién de
la recta que La contiene y determinamos su punto de in-
terseccidn con |la recta AB (fig. 2.17).

La ecuacidén de la altura seréa:

Y — yC _ 1
—  t Er m = - e
X — C h m
\ L} AR
y-»o_3
® - 2 2
Ox — 2y = 0
Ahora resol vemos el sistema § 2% * Sy — 6 =0
9 — 2y = 0
; . _ 12 _ 30
de donde se obtiene: ® = g R0,414 Y T o5 % 1,03 ,

luego, el pie de |l a altura es el punto (0,414;1,03).
c} En la figura 2.17 apreciamos que
iz =
A £ 8 P4 LA

A
+

e y<e las calculamos a partir de 1a pendiente

tan < @
.1

It
3
|
|
2

o
- ae- T X 1,33, 2@, =531

tan 2 p = -m =5 = 0,4 , sp = 21,8°

luego £ A = 53,1°+ 21,8°= 74,9
Anidlogamente:

<B EAQAB_‘GBC

— O_ — [=]
28, = 180°~¢p = 158,2

tandg =m_ = -5 , <« @& = 101,3°
no BC B

y < s = 158,2°- 101.3%= 56,9° g

En el epigrafe I de este capitulo demostramos una exprg
sién para calcular la distancia entre dos puntos cuales”
quiera en 1 plano. En el presente epigrafe estudiaras 4"

relacidn gue también permite cal cul ar distancias, en este
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caso entr2 un punto y una recta.

Teorsma 2

La distancia de un punto FPix ;y ) a la recta r
1 1

de scuacidn Ax + By + © = 0 se denota d(Pl;r')
y @5
[@x + By + C|
1 1
c!(F’i;r') = ——
A2 + p2
Demostracicon
Sea la recta r de ecuacidn Y
I Pl
Aax + By + C = O y un punto Y —:\\
(A
P’(xlgyi) que no per tenece o
| A\
a la recta r (fig. 2.183, ! \\ r..—~
| -
—— \.a' -
iuego diP ,r) = [P P| R 1' P
1 1 P -
I/ \(
donde  es =1 pie de la T
"
-
perpendi cul ar trazada des=—
de F't ar . Fig. 2.18

Determinemos | a ecuacidn de |a perpendicular r a r gue
pasa par Pi.

Como + = a B
r, 1 ry tenemos gue m = - y o mo= g5
B Yy - yi )
la eruacison de v serlia:s -~ =
i A ® - x1
- = E (x — %)
Y Y,” A 1
B
= - +
y = 5 (x x ) Y, 1)

Para hallar las coordenadas de F  sustituimos (1} [ziy]
la RCuacidn de r:

B ’|
AR + = - =0
B [ A (2 xi) + Y, + 0
8*
[4 - =
x +oa (x :41) + By1 + [ Q

p? 2
A 2% — -
K'l'Ax m1+By1+C 0

==

= 0

a
2
[Q2+ BZ B xiﬁ AB\/“‘ A
A ] o a
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x = (2}

Sustitoendn (2) en (1):

r 2 — —
B X ABy4 Al

B
Yy = & - X +y
A ﬂ2+ Bz Y 1
. _ P T
B B ., ABy1 AacC (4} X, B %
Y =851 P 2 * Yy
! AT+ B
;= B "ﬁ(ﬂx1+ By1+ C cy
A ] a?e p? 1
Ax + Byi + C
= - +
v B eI LY,
2
[ B R ﬂByi— AC - r Ax!+ Byi + C ]
| uego P = ;1 —B P p +y,
A+ A"+ B

La distancia del punto P al punto P es la d(Pl,r),

entonces:

]

- _ _ 2 _ 2
d(Pt, rFy o= d(Pi,P) = Y/(x ui) + (y yi)

2

F4 2 z z

—A(Ax + By + ) Y2 Ax + By + C
1 1 1 1
+ 1-B
A%+ B ] - [ A"+ B

2

A% the + By + C) B“(Aax + By + C)°
i 1 ] 1

il

4§
(in*+ %) * p*+ B2

2
Ay + By + )
[ﬁz+ BZ) 1 . 12 -
(A + B

2

i

Ax_+ By + O

I

at+ p*

|ﬁx1+ By, +C

T —

F‘|2+ BZ -

8o




TEiemplo & |

En el AMNP calcula | a altura relativa al lado MN si sus
véertices son: MC4 -2», MC-8;73 y PC2 7).

Resalucién

Hallar la altura pedida no es mas que calcular la dis-
tancia del vértice P a |la recta que contiene al lado FN.
Pendiente de la recta MN

= 7 *2 _ 2?2 __3
e N '
Fcuacidn de |a recta MN:
3y + 2
TR x -4
-Iw + 12 = 4y + 8
Iu + 4y — 4 = O
Calculo de la altura pedida:
32 + 4wy - 4 |6 + 28 — 4 -, _
h = d(P,MN) = = =22 = &
Y 3%+ 4% ¥ 23
Respuesta: La altura relativa d lado MN es de & u. -

Ej ercici os (epigrafe 2)
1. Halla la pendiente y &1 punto de interseccién can el
e#je "y" de la recta cuya ecuacién es:

2 8 .
a)y””§x4§ b)) 3 x 2y G = G
€) 5x +2y +4=0 d) 2x 4+ 5y =20
) x + ¥zy + 2 = 0 €) 6x - ¥ay - 9 =0

2,

Determina una ecuacison de |l a recta que contiens &k pun-
ta Py tiene pendiente m si:

al P33 20 , m=4 b P (-5 ; 2) , m=-3
€ P (<6 ; -4 =1 mprfl;-2],n=-
° F 1m"‘3' oz 7 - ]
1 3
P35 2 ,m=0 HPQ[I;O],M:—-;"
1 |1

DPOHA:;2) ,m= o j)P('l’;;ﬁ)‘m“—‘ﬁ;
Determina 1a ecuacion de la recta que contiens ios
Pares de puntos siguientes:

A (23 3 y3; W B) (-1 3 —5) y (-3 3 B

a1




fr.
7

10.

11.

12,

_l
i
-
o)
<
N
i
A
By
o R
.——\
X

w3 -3 +9 [%

@) (2 3 0) y 3 ~1] k4 [’ - ;.1-]
g} (3 3 -5 v (Z ; &) hy (0 3 ~-5) v [3 3 - é]

. 1 -

iy [% : __.5] [I‘E; %] D05 2Ty (FF ;¥

Halla |la eruvacicn de la recta de pendiente = y que 1n-~
tercepta al eie » en el punta de abscisa —2.

Halla |a ecuacian de la recta que pasa por el punto
fi(~&' 5 -31 y tiene un angulo de inclinacion 8 de:

a) 30° by 45° ) 60°  dy 90° e 180°

Determina las ecuaciones de | 0S ejes coordenados.
Determina una ecuacidn de |la recta de pendiente m = -3
que tiene e mismo punto de interseccidén con el eje v
que la recta 2x - Iy - 6 = 0.

Determina los puntos de interseccicdn de los siguientes
pares de rectas;

a) G —~ 3y — 1 =0 ;3 4x - Hy ¥ 32 = 0

by 3x - 2y + =0 5 y = > u — 2

£} 2% + By = 1
d) x + FZy =0 ; 15 — Sy = 0O
8) 2 - Zy + 7T =0
F) « — Ay + 13

m
=
+
(=
tJ
~
|
>
If
o

I
o
i
=

= 2y -~ K
Dada la recta 9% + 3y — 3 = O determina la pendiente de
la recta:
a) paralela a ta recta dada,
b} perpendicular a |la recta dada.
Sea larecta Zx - 3y + % = ¢, halla |l a ecuacion de I3
recta que pasa por &l punto M{4;-3) y es:
a) paralela. a la recta dada,
b) perpendicular a la recta dada.
4 Para que valor de a las rectas
vy = ax + 3 y y = —3w + 2
son paral € as?
é Para gué valor de a las rectas

y = ax — 1 y y = B o+ 3
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son pergendical ares?

15, Una rocta v pasa por fos puntos {450 B S TR - S
atra, n, pasa por el punin 7313 vy el o & cuaya or)
denads 23 —&. Halla fa absciss del punto A, sabisndo
que oL .

14, Cusl es la ecuacidn de la recta perpendicnlar & fa re;
ta Px - Ty + 7 = 0 vy gue gasa por el ponlo wedio del
sagmento de esta comprendido entre los ezes  cocwdena-
dos?

15, Halla Ia ecuacidn de la recta gue pase por 21 punio de’
interseccrdn de las rectass

ooy v 4 =0 Y Aw + oy — 1% = O
y 85 paralela & la recta 2x — Iy + & = O,

16. Muestra que la relacidn de perpendicularidad entye las
rectas ﬁip«: + Biy + C1 =Gy n’-lz:{ * Bzy + ('.:2 - e
puede sscribic como Atﬁz + E132 = 0,

17. Determina el drea del ftriangulo limitodo por 1a reoba
Gx o+ Gy — 40 = 0 vy los ejes cpordenados.

1B. Los vértices de wn cuadeillatero ADCD son bos  puntos
B03-2) , B(F;-3 , D(734) vy D{135). Halla las ecna—s
ciones de sus diagonales.

17, Los vertices de un tridngulo son los  puntos L0731,
M{4s57) v NMCAH-35).

a) Halla la ecuaridn de la recta que pasa por el wse -
tice L con pendiente ;.

b) Halla las coordenadas del baricentro.

€) Halla el anguleo entre las medianas relativas a  los

lados LM y MN.
20, Dado e1 trisngulin cuyos vértices son D58y, E<127)
Y F(S;13;

a) halla las scuaciones de las rectas gue pasan por

BUs vértices y son paralslas al lado opuesto,
b

cJ

halta 1as coordenadas del ortocenbro,

21 talla 1as coordenadas del circuncentro.

L .
3% Bruaciones de los lados de un triangul o zons
Ik -

Y =7 =20 ., +y ~5=0 vy Dx -y -7 =0

B3

..



e
23

24,

Zh.

27,

2.

Hatla las coordenadas de sus vértices.

Los werrtices de un triangulo son |oa puntos A(-5:;2),
B(536) y City—-2). Halla 1la ecuacion de la recta que
pasa por el punto medio da BE y es perpendicular a la
mearana » el ataiva a este lada y el angulo gue farma con
el lado 1B,

Uns recta de pendiente - 2 pasa par el punta (2;7) vy
por 1os puntns & y B, Si la ordenada de A ws 3y la
abscisa Je B oes &, Joual es la abscisa de Ay cual la
ordenada Jde BY

bBos rercias e cortan formando un Angulo de 45°. Una de
211as pasa por | 0s puntos (-2;1) y (9;7) y la otra pa-
sa por d punto (3;9) y por € punta # cuya abscisa
ms —2. Halla la ordenada de A.

Halla |0 distaneia del punto dado a la recta indicada:
a) ﬁ[é ; 9] , dx + 3y - 8 = 0

b) B(331) , &x - By -5 = 0

FY CH{031Y , % - Py + 3 =q

d) D251y, y = Fx o+ 7

Halia f1= altura relativa al lado AF del triangulo cu-
yos wvartices son: A(4;-2) , B(l;4) y C(-2;0).

Halla lar; distancias entre |las rectas 4x - 3y + 25 = 0%
Ox - &y + 25 = 0.

La base de un triangulo esta contenida en |la recta que
para par |los puntos (331} y (5;-1). o Cudl es la dis-
tanci a del tercer vértice (43 3y a la base ?

Halla el area del triangulo cuyos vértices son los pull
tos €333 , (-2;4) y (-3%;~-1).

Las ecuaciones de los lados de un tridangulo aun  res”
per tivanente Ik + Sy 16 =0 , x Ty =0 vy

:y -y * 4 = Q Halla la distancia de cAda wertice al
Jado opuesta, y la anplitud de los angquloes interiores.
El area de UN triangula es A = 15 u®, dos de sus vértl
ces son Los puntos; A(-1;-3) y B(5;0) y e tercer VvOr-

tice, U, esta en la recta 2% — y + 1 = 0. Determin?

84




fas coor denadas de C.

Las puntos AL -1, B(S:1) v (135 son wértices de

i
i

un trianguiu.

a) Clasifica disha triangulo segun |la longitud de sus
i ados.,

by Calcula su area, perimetra y angulos interiores.

v) Calcuia | as coordenadas del circuncentro, del orto-

centtra y del barireniir-o.

d} Prueba nue el circuncentro, e ortocentro y el ba-—
ricentro estan sobre una misms recta (recta de Eu-
Jerl.

33" Un punto se mueeve de tal manera gque su distancia a
eje y disminuida en 2 es siempre igual al doble de su
distancia al eje x. Halla la pcuacidn de su lugar- gen-
m&trico Vv haz su interpretacidn gratica.

34. Un punto se mueve de tal manera gque su distancia a
eje x 25 siempre igual a su distancia al punto A(O;4).
Halla |l a eecuacidn de su lugar geometrico.

33. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al
punto B(Z;4) es smiempre igual a su distancia al eje =
dismnuida en 3. Halla |la 2cuacitn de su lugar geomé—

trico.

ECUACION PARAMETRICA DE LA RECTA

3. Vectores y coordenadas

Desde secundaria basica conoces el concepto de vector vy
aprendiste a calcular con vectores {(puntos del 38 al 42
d4el Memento) . Cuarndo disponemos de un sistema de coordena—
das podemos utilizar procedimientos analiticos para calcu-
lar Con vectores,

En efecto, como ya conoces, si se tiene un vector ﬁﬁ,
ie Puede descomponer en dos vectores paralelps a los ejes,
auy sy (fig. 2.19), gue lo determinan completamente y que
11amarEmDs componentes del vector. Compo estos vectores

tig .
NEN direceion conncida, para determinarlos basta cono—

.



conpcer su senti do que puede ser positivo {si coincide con

el del ejie) U negativo (si es opuesto al del eje).

0

Fig. 2.19

fisi pues, un veckor a en un plano coordenadn esta deter

minadn completamente por dos numeros a vy ay que son las
msdulios de sus componentes en la direcci 6n de los ejes pra
vi stas de signo positiva o negativo segun tengan estas
componentes el sentida del semieje positivo o negative.
Escribimos ﬁ(aga >y le 1l1amamos a a y a coordenadas
del veclor. Y Y

l.La antes planteado significa, en particular, que dos
vectores son iguales si y solo si tienen iguales coordena-
das.

El vector opusste a vector a3 (punto 38 del Memento) se
denota —a y tiene por coordenadas (-aj-a ). El vector de

coordenadas 0(0;0) es el vector nula.

[ Ejemplo § ]

a3 Determina les coordenadas de un vector 3, =1 ';I = 6,3

y forma un angulo de 1100 con el semleje “"x" positivos
b) St Aa;ad conam=2 , aw -3 y determina !3| y &,

X v » ¥

Resal ucidn
a) a- |3 ras @ = 6,3 cos 110%= 6,3(~-0,3420) = ~2,15
6,3 sen 110°= §,3(0,9397) = 5,92
S92

-5 . -
v A, 2 son ortogonales, el triangu
» Y

a = |3l sen @
luego A(-2,15 ;
b} Como 3x + §Y= 3
1o determ nada por ellos es rectangule (fig. 2.20),

luego:

Bé



conpcer su sentido que puede ser positivo {si coincide con

d del eie) u negativo (si es opuesto al del eje).

T o

Fig. 2.19

=i pues, un vechtor a en un plano coordenada esti deter
minadn completamente por dos nUdmeros a y ay que son 1ns
madulos de sus componentes en ta direcci 6n de los edes pra
vistos de signo positiva o negativo segun tengan estas
componentes el sentida del semieje positivo O negativa.
Escribimos g(ag aY) y le Ilamanpbs a a_ Y a coordenadas
de} vector.

La antes planteado significa, €n particular, que dos
vectores son iguales si y solo s tienen iguales;, coordena-
das.

El vector opuesto al vector a (punto 38 del Memsnto) se
denota -3 y tiene por coordenadas (nau;-aY). El vector de

coordenadas 6(0;0) es el vectar nula.

[ Ejemplo & ]

ay Determina las coordenadas de UN vector &, Si ,;I = 6,3
y forma un angulo de 1100 con el semleje "x" positivo.

b) St Aa;ad cona=2 , am -3 , dotermina |3‘ y 8.
X ¥ bl b4

Resolucidn
a) a= || cos © = 6,3 cos 110%= 6,3(~0,3420) = 2,15
a” |3] sen @ = 6,3 sen 110°= 4,3(0,9397) = 5,92

luggo A(-2,15 ; 5,92)
b) Como 5x + gyz 2 y 32, 32 son ortogonales, el triangu”
x y
lo determinado por ellos es rectangulo {(fig. 2.20),

luega:

a8é&



A1%= [R5 3,05 Al v al
Y X v H
= 4 v § = 13

13| = /1: = 3,61 , ademirs,
ax .

cos 8 = ——— = Ebe = 0,5540 y
[a

& e5 un Angule del IV cua—

drante, entoncec:

Fig. 2.20 g = 3607~ 56,4%= 303,67

El vector a tiene médulo Iy y  forma wun angulo  de
303,60 con &l semieie "x" positivo. -

—+ .
Dhserva gue en gengral }az s puede calocular conocidas

. s - . -+ 2 2
sus coordenadas a3 y a pues (fig. 20N s |a| = Via + o
® b4 B ¥
Cuando se canacen el origen v el extremo de un vector
sus coordenadas pueden expresarse en funcion de las coor-

denadas de sus extremos. En efecto (fig. Z2.21):

81 Afla sa_ ) y Ri(b ;b ), entonces BB (h — a b — a ).
1 2 1 2 i 1 z 2

Y
b - B
2 - -
B i/l
| a = b - a
78 b4
| ¢
1 a=h-—a
b4 L8 4+
b -
Al [Z SR
! I
i
n | .
(o] a, b‘ >

"ﬂ Fig. 2.21

Determt na;

a)
las coordenadas y el modulo del vector AR si AC1;5)
Bchail);

by 1
3% coordenadas del vector CD si CCO:0) , DC4;3D;

© lag
coordenadas del origen del vector E?(ﬁ;—3) sabiendo

ar

.



que F(2;1);

d) las coordenadas del extrems del vector ?“;ﬁ{ci: ~7) sabien-
do que &{4; Q).

Resolucidn
a} Como conoces

las coordenadas de

| 0s extremos del vector
entonces:

-a=1-5= -4 , luegp AB(—%;-4)
4 2 4

S 3% =9 16=o25

= o= 0

il

por tanto |ﬁ§|
(2]

0o =
X 1 i

9

a=d-c=3-0=273, luegn CD(4s5)
Y Z F .o

£) Como se muestra en la figura 2.21

las coardenadas de un
vecrtor se calculan restando a las coordenadas del

extre
mo | as del origen.
= f - = —
N TS5 ay= fm 8y
Hh =2 - . - ~ e
Fy - 1 2
e= -4 e =~ f
z
Luego el origen E tiene coordenadas (-4 ; #4).
d) ax.': hi_ gi ay: hz"". g?
4 =h- 4 -7 = h2— 9
he=8 h =2
1 z
Luego € extremo H tiene coordenadas (8 ; 2). o
Al representar | 0s vecfures en un sistema de coordena-
das, me puede escoger e¢omo origen, el origen de coordena-
das; un vector

coma este recibe d nombre de
posicidén del punto extrema del vector.

i Ejenplo 3}

vector de

Dados los puntos A(3; 43 , B(-S5;2) , CC-3; -3 y IX6B; -22:
a3 Represéntalos en un sistema de coordenadas y traza SYs
vectares de posicidn,

by -iCudles son |as coordenadas de dichos vectores?
Resal ucidn

a) La representacidn de los puntos v los vectores aparece

en la figura 2.22.
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Y
4L A
r
B ) :
! |
l -2 | '3
-5 : 0 E) YI ~
|
|
I A= — = — o
¢ —— -3
Figq. 2.22
p) GA(334) , OB(-5;2) , OC(-33-3) , OB(a;-2) -

Observa que | as copordenadas de estos wvectores de posi-
¢idn son a su vez 1las coordenadas de los puntos A, B,
cy D

En general, las coordenadas de un vector de posicidn i

coinciden con | as coordenadas de A.

En resumen:

) » -
Dado un sistema de coordenadas, cada vector a esti
. 3
determinada por su5 coordenadas afa ;aY) can:
o
. . >
am[a| cos & .; a = |al sen @
X Y

donde 9 es el anqulg que forma € vector con d se-
mieje “x" positiva.

Reciprocamente: +
si se cornocen a2y a , a se determina:
X Y

a a
|3|=1’a2 +a° ,cos@ = -—%_ | sene = ;’
Y EY {2

- . )
8i A(xé,y-") y B(xn,yn), entonces ag(xn_ X, 5V " Ya

Wix sy . ,
(At sy )y ﬁﬁ(xn,yn),

Cuando 1os vectores estan dados en un sistema de coorde

ha . .
d"sv las operaciones se pueden efectuar analiticamente.
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Teorema 1

Si ala ] oa ) , B th i B Y 4 A e R, entonces
E ¥ b ¥ J
a) & + B tiene coordenadas (a + b a+ by,
x .4
b) &8 — D tiene coordenadas (a — b ; a ~ b )
] x x v ¥
c) A & tiene coordenacas U\ax; ra .o
¥
Demastracidn
Sean  Afa @ )y B(b 3b ) Y
H Y * Y Fle - -

a) Obtengamos |a suma

e
|
Le
-
o

(ver punto 39 del HMemsnto)
en un sistema de coordena—

das (fig. 2.23), mep tiene

que: x
5,~ AC = AF + BC = a + b
. o % x
5 = BF = DE + EF = a + b Fig. 2.23
¥ Y ¥
luego el wvectar 2 = & + B ti ene coordenadas (ax+ b ;ay-i-byl
x
b) Como conoces la diferencia a4 - B = a + (i) (punto 40

del Memento), luego Si Bb ;hY) su opuesto tiene conrdena-
x

tas (-b :-b )} y se tiene que:
x Y

A-B=3+ (-B) 2 taza) + (b 3~b} = (a—hgza—-b)
L 4 LS v X LAY Y
c) Sean A ER y & = xa
- En la figura 2.24 tenemas
6_45
| que AAOD ™~ ABOE con razdn
| .
| de =emejanza A, luego
'a A IC% . — -
|a%
| ' por tanto-.
1 i
0 A _Dv F X c=Aa Yy €= A a,
- x ® ¥ .
y las coordenadas de M
Fig. 2.724 son (Aa jha ). o
® ¥

q0



f_ETEHﬁTﬁwﬁgﬂ
Calcula 5 + ﬁ

»
a) aca ; 4> , ﬁl R I %_
by A m AB , B = CD con AC4 ; B , BC7 ; -2) , €2 ; ),

> » > *
X7 ;3 =7y , A= 2, A.

> > >

a - b , Aa si sabemos que:s
1 1

2z

c) |3| - 3,2, [E[ = 2,1 , el vectaor 3 forma un angulo
de 30° con el eje x ¥ el vector b uno de 120°, A = -4,

Resolucidn

2 B - S e + 1. 1] - [rx. 23
a 3+ B w4 + [Z,H] [8 P la e 3] [2, 3]

(B3 4) — [1;1] = [a LY i] [l?;ii]
z'3 2 3 z' 3
e

A3z Limpay = [“_;1] = (231}
4 4
b} Debemos calcular previamente las coordenadas de los wveo

-+ d
a ~ b

i

> >
tores a4 v b pues lo gue conocemos son las  coordenadas

de su origen y de su extrema.

Coordenadas del vector A = Bb:

“ % - w=7~4=7% 3 A=y - y= 2 5= =7
ax 2 :1 7 4 H dy yz yi 5 1
Luego 3(3;—7)

Coordenadas del vector B = CD:

=y — =3 R - = — = —=F - e B

hx LA 7 2 5 3 by Y,” Y, 7 3 17,

luegn 3(5;"15)
por tanto: a + B : (3 + S53-7 —-15) = ca;—zm
= (3 - U3-7 + 1) = 1=}

A3z 2,3(33-7) (6,95-16,1)

= A = 3

-
a —

H

c)

Al igual que en el inciso anterior, debemos calcular
previamente las coordenadas de los vectores, p&ro, an
Bste caso, conocidos el madule vy el Angulo que forma
Con el eje "x".

Coordenadas del vector a:

- >
a;‘|a| cos 8 = 3,2 cos 307 = 3,2 - o=

i
-
>
1
Ny
S
S

[3] sen o 3,2 sen 30°= 3,2 « 0,5 = 1,&;

t

luego 3¢2,77;1,0),

Eﬂnrdenadas del vector B:

P - - n
B} cos @ = 2,1 cos 120°= -~ 2,1 - 0,5 = — 1,05
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b = |B] sen & = 2,1 sen 120°= 2,1 + 0,866 = 1,8186 = 1,82
v .

lLusgo ﬁ(-l,GS;i,BZ). For tanto:

2+ 8 2 (2,77 - 1,05 ; 1,6 + 1,82) = (1,72;3,42)
-8B 1 (2,77 + 1,08 ; 1,6 ~ 1,82) = (3,82;-0,22)
A3 : -4 (Z,7731,8) = (~li,15-6,4) g

De Fisica conoces gue para calcular el trabajo realiza-
do por una fuerza para mover Un cuerpo utilizas la expre-
s510m3

W=F.3-= [?l‘%] cos &
donde [F| ez el médulo de la fuerza aplicada a  cuerpo,
]§| es el médule del desplazamiento y 8 es el angulo for-
mado por la fuerza y |la direecisn del desplazamiento 3.

Teniendo en cuenta que |la fuerza y 4 desplazamiento
son ve:tnr's—a%}vemos que para calcular el trabajo se reali-
Za una operacidn entre vectores cuya resultado e5 un nUme-

ra real (escalar}! y que se denomina producto escalar entre
los vectores dados
En general)si 4 y son vectores se tiene que

= [5]]5] ros <{az;h)

o M

-

a .

El producto escalar también se puede calcular mediante
coordenartas.

Teoraema 2

51 Ata 18 1 oy Bh ib )}, entonces 2-B=-~ab+atb -i
¥ Y Xy X X v Y
‘ —
Dempstracidn
. . Y
Tenemos que a-b = {5||B| cos &8, .
[N
pero, 8 = o — 7 (fig. 2.20%,
v
6 e
P -
o .
P
Fig. 2.25

2
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) 68,4 . 6t 4
- ) . 11,9
v 36 + 0,67 ~ ¥ 114,55 + 20,1 €,05-11,

= 0,95

<
& = 18,2 -
Tambigén mediante coordenadas se pueden determinar el
paralelicsmo vy |la perpendicularidad entre |as direcciones

de 1los vectoares.

]IB 51y solo si existe A & R tal gue a = ab.

= 0,

e Wi

o4

14 - . *
L b 51 v solo si a -

Sean | as puntos A{-1: -2, BC(B;-6), CC(52, M-2;6> los
vértices de un cuadril &t ero tomadas en ese orden.
a> Prueba que sus diagonales son perpendiculares y desi -
guales.
b)Y FPrueba que sus lados son iguales y paralelos.
c? J0ué tipo de cuadrilaterc es?
Resolucidn
a! Para probar que san perpendiculares basta ron cal cul ar
el producto esecalar de los vectores que ell as determinan.
Sean a = Al:(634) y B = BB: (-8;12),
luego 3@ » B = 6(-8) +4 . 12 = ~48 + 48 = O
por tantn 3 L B.
La distancia entre dos puntos es también e médulo del

vector que estos determinan, |uego tenenons que:

H

da,C) = |a| = /56«16 =52

d{B,D) f’b4 + 144 ; VIEOQ '

luego d(A,C) = d(B, D) ,

r
o
I

por lo que las diagonales son perpendiculares y desigual®S
b) Para probar gue son paralelos calculemos pr’EViamEntE

las courdenadas de Las vectores que determ nan sus |
dos: 3 © AB(7;-4) , d = BR(-1:8) = & = CB(-7;4),

¥« 08¢ 150 ; de donde tenemos que:
*¢ = xé von = -1, luege 2i|é v |2} = |8]
d=x% conx =1, iuego all? y 4| = |?|,
para probar que los euwatro | ados son igual es pastd
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calrular la longitud de dos consecoutivos:

(2] -/ a9« 16 =765 5 (3] = 16t Ao,
1ueqgo |;| = |d| Ipl lil

par 1o que sus lados son paralel U5 dos a dos e iguales.

¢} El cuadritatero es un rombo por tener. sus cuatro lados
iguales y paralelos dos a das y, ademas, sus diagorales
son perpendiculares. m

Ejercicios (epigratfte 3)

1. Determina ltas coordenadas de |05 vertores que btienen cg
mo arigen y axbtremo respectivamente |las puntos siguien—
tes. Reprasséntaloz en un sistema de coordenadas.

a) A3;2) , BG;&) by MO1503 , N(7;9)
c) C6-2;3) 4 Di-4;7) d} E(-3;~1) , Di-4;37)
e) R{3;-77 , S(-2;-3) ) B(-2;-9 , H(-7;D)

2. Halla 2] extremn del vector gue tiene por coordenadas
(4;-3) =i su origen se encuentra en el puntos
ar A3 b) B(-1;-3) e} C(-7371)

d) DR;-M e) E(-2Z2;-0) ) F(5:5)
3. Encuentra el origen del vector de coordenadas (—Z;5) si

su extrema se encuentra en e punto:

a) Ala; ) bh) Bi-&;5) cry C(-15-3)
d) D(~33;-2) ©) E(4;-6) £) F{;;%]

bDados 1os siguientes vectores, calcula su mddulo y  re-
preséntalos en un sistema de coordenadas.

a) 3(3;%) b) Bo:vs) ) (-9 —

d) BB, si A(-2;1) y B(S5; 3

e) TB, =i E[— ;;%] y D(i34)

. » ;
Determina el angulo que forma 21 vector a con gl semie—

e “x" pogitivo.

2 )
a) ats;o) by 2¢3:m c) Aoz 4y Ae—73m
a) 3(‘ - > . >

I3 £) A(-7;-4) g) at0;—5) Ry Alb;—4)
&, .

Determlﬂa el extremo gque falta si se sabe que:s

|E¢| = 5,2 3 8 = 46° 3 E(1;4)

lﬁﬁ[ =4 28 = 121° ;3 G(5:6)
)

IRy = 7,1 ; 6 = 150° ; H@Z: )

23

g




10.

11.

12.

d) ljﬁf = 10 ; 8 = 225 3 K(-4;6)

&) [ﬁgl
£) 02|

Calcula las siguientes sumas y diferencias de vectares

.3 ; = 007 3 RG14)
10,1 ; @ 3 703 1)

it

4
-
@
[

L+

dadas sus coordenadas:

a) (332) + (1:4) b) (—334) + (2:1)

£} (—S31) + (&6;-3) d) (23-3) + (134) + (0;5)
el (5;3) - (2;2) £) (b5—3F) ~ (~8;-2)

9) (B8,5:;-1,3) — (7,1;-2, 1) hy {p3;qg} — {(mzn)

Calcul a:

a) 2(3;-4) b) -3(2;5) =) —~2(~8;-1)

d) % (9;-14) e — % (-15:9) £ 4(~T30)

Halla las coordenadas de los vectores 2 + O . E g.,

53, 38 -2, si 458 v Bels~1y.

Dados lom vectores 3(3;—2), 3(5;—1), E(—4;3) Y 3(0;0),

N

halla las coordenadas de las vectores:

a 2+B-2-4 ' b 3 -3 +2
ey Aa-B+3d -2 dy A - 7B + =2
o) 33 -B - 22 + 4 ) 33 - B+ D
Calcula 3 - B 51 sabemos gque:
2 3] =42, B y 2 EB) =T
by 3z, B =¥ 3 vy 2 338 = 70°
ey 3334, Biasm
@ 3 =M, 8 =F0 y P(5,3;-2), B(9,153), M(2:5),
NCa:—9)
Q
e) |§| = 6,71 con 8 = 41,7° v |Ei = 24 = con 8= &9,3

Halla e] valor de a para el cual los sigquientes pares

de vectores sean perpendicolares:

a A , Bl

B 3es-3  ,  Bt-ez-2)

cl.gtﬂ;a), ; B(a?;z)

Se tiene un vector 3(1;2) ¥ un vector B de abscisa 3
: B7

perpendicular a 61 y4Cu4al es |la ordenada del vector

Se da el vector 3(4;~7}. Hal |l a 1as coordenadas de cual

quier vector ortogonal a Z. JCudntas soluciones hay?

&



15¥ Dado el wvector A(3;-4). Halla las coordenadas de los
vectores que son perpendiculares a 81, y ademas, tie-
nen médulo 1.

16. Muestra que los puntos (03-1), (3;2), Oz 1) y (-F3-2)
son vértices de un paralelaogramo.

17. Verifica que los cuatro puntos A(33-13, B(3;2), C(1;2)
y D(-13;—1}) son veértices de un trapecio.

18. Dadas 1los wvértices de un cuadrilatero A(-1;2),
B(1;— i), £(4;2) v D{1;48), muestra que sus diagonales
A€ y BD son perpendiculares,

19. Se dan los vectores 3¢z - 1) y B(1 3§ -3). Halla el veg
tor 2 que satisface: ¢t+3=-5 y E . g = - 13,

20. Comprueba que el cuadrilétero ABCD €S un cuadrado si:
A(232) , B(S;-1) , C(8:12) y D(S5;5).

21. Muestra que el tridngulo cuyss vértices son los pun-
t o A(2;-3) « B(5;-2) y C(4;1) es rectangulo. Halla la
longitud de | a medi ana relativa a la hipotenusa.

22. Halla @l modulo de la suma y | a diferencia de las vec-
tores 3(3;-5) y B(-131).

23, 81 Al-331) 5, B(O3;2) y C{(-1;4) san tres vértices suce-
sivos de Un paralelagramo:

a) halla | as coordenadas del cuarto vértice (D),
b) hall a € angulo formado por sus diagonales BB y At

24. Dados los vértices de UN cuadrilatero At-15-2), B(3;1)
C(7;3-2) y D(33;-5), comprueba que es un rombo.

+*
245", Prueba que: a - b= % [13 + Elz_ [3l2 - {Blz] -

26, Calcula el trabajo realizada por la fuerza P(3 ; -2),

81 su punto de aplicaci4n se desplaza en un movimiento
rectilineo de 1a posicién A(2;-3) a la posicidn
B(X;-2).

2. Halla 1a ecuacién del lugar geométrico de un punto que
" mueve en el plano de tal mManera gQue Se conserva
Uiempre squidistante de los puntas M(-133) vy N{(2;4).

Z. Halla 1, ecuacisn del lugar geométrico de les puntos

el Plann cuya distancia al punta (3;2) es siempre
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rgual a 5.

29. Halla la eruacidn del lugar gepmétrico de los  puntos
del plano tales que 1a suma de los cuadrados de sus
distancias a 1os puntos, A(4:;5) y B(-33;2) es siemnpre
igual a 58.

F0. Prueba gque lnos puntos medios de los lacos de un parale
logramo determinan an paralel ogramo.

X%1. Sean # y B das puntos del plana y M sl punto medis del
segmenta HB. Demuestra gue para cualquier punto 0 del
plang se cumple: O8 = % (OA + 0B .

32. Prueba gue las medianas de un triangulo cualquiera ABC
s intersecan €n un punto G tal que se cumple:

a) G divide a rada mediana en |l a razon 2 ¢ 1, vontando
desde el wvértice del triidngulo.
b} Para cualquier- punto 0O del plano se tiene:
A% = 2 (OA + OB + OO
o) BA + GBR G =98 .

4. Ecuacidn paramétrica de la recta en el plano

La ecuacidn de la recta que hemos estudiado relaciona
laz coordenadas cartesianas de un punta variable, par &so
s le llama ecuacidén rartesiana de la recta. A veces @S
conveniente escribi m eruvaciones en las que aparezcan varia
bles que na representen cpordenadas.

Teorema 1

. . » 3
La ecuacisn £ = ¢ + £3 representa una rerta
o
que pasa por € punto de vector de pasicidn

P v paralela al vector a.
o

Demostracidn .

+ . .Y
r es el vector de posicidn de un punta P de |la recta 5!

B -+ >
solo =i r - r es paralelo a a, o sea,
(=)
+ »
F.....r— = ta
a

L > + >

que enquivale a ¢ = vt ta, m

. > > 3 .

En | a scuacidn r = ¢ + t3d se tiene que
<

~4r - . .
¥ : es el vactor de posicion para un punto cualguigrd
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e la recta.
LB i owvertor de posieidn de un punto PD conocido de 1la
recta.
t @ 2w una vartable gue recorre e8! dominin de | 0s  numeros
reales {(paramete o).
A : vector director de la recta.
Esta stuacidn recibe 21 nombre de ecuacidn  paramétrica
de la recta.

[ Ejempio 1 )
Dados los puntos MU3; 4> v N(-2;%>, halla una ecuacién pa-
ram&trica de |l a recta que:

&) pasa por el punto Ny tiene vector director aC(-1;3),

b) pasa por- los puntes My N

) es paralela a la recta del inciso a y pasa par el
to M

pun-

Resplucién

a) Coma cvonocemns ur punto de la recta y el vector direc—

) . > 5 >
tor sustituyendo en la ecuacién r o= r + ta tenemos:

(x5y) = (=235) + t(~1;33}
la cual es una ecuacidn paramétrica de la recta que pa-

sa por N y tiens vector director 3(—1;3), (fig.2.26 ald.

{a) b} ()
b Fig. 2.2a4
, .
EI"E":‘-":F_- Caso conocemos dos puntos Moy N opero no el vec—

t . )
O director; considerando como vector

| '

. -
director a el

9




vector PR y momo punto conocide uno cualquaera de  low
~

puntoas M & W podemns escribir apa acuacidén parangtri s

de la recta gue pasa por My N (fig. 2.26 b,

N — X
Sea 4 = MN: (- %3 — oy ) = (=T — F3 5 - &) = (S530)
e N " YN J"u Yy ¥ a3
ronsiderando €3 punto N tenemos:
P =7 + €3
<
tasy) = (=235) + t(-531)

©)} Como las rectas deben ser paralelas, basta tomar 3 a
cualquier verctor paralelo a 3 como wettor director
(fig. 2.26 ¢). Entonees Una ecuacidn paraméetrica de la
recta pedida seria:

{tsy) = (334) + £(—~1;3) =
Es usual escribir 1as scuaciones paramétricas en forma
de un sistema de manera tal que a cada coordenada corres-
ponde una ecuarcidn., Para € caso de la recta resulta:
(kyy) = (xo;yo) + t(ax;ay)
que es equivalente al sistema

»x = x + ta
o .4

fl

+
Y yo tay
[ Ejempla 2 |
Sea la recta r que pasa por el punto MC4;6> con vector
director gcs;u:a).

a> Calcula *as coordenadas de los puntos de r que corres”

ponden a las valores del paramétro t = 1 y + = -2,
b) Investiga si r contiene los puntos AC-1;9> y B(2; 3.
¢) Escribe una ecuacidn paraméirica de la recta p perpe?”
dicular a'r en el puntoe M

Resolucidn

w o= 4 + 3t

Una ecuac:édn de la recta r sertda y = & - 3t 1uego:
a) para t = 1
x = 4 + 5(1) = ¢ 2
; ria (9
y = & ~ Z(1) = 3 vy 8l punto se
parat = -2
w o= & + 5(-21 = -4 pe12):
{—b3
v o= & — 3I(-2) = 12 v el puntp seria
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b) Si r contiene al puntn A(—139} debe cunmplirse que:

—1 = 4 + 5t (1}

o = 3t {2
De (1) obtenemos: t = —1 que, como se comprueba al sus-
tituir, es una sonlucidn de (2), es decir, £t = —1 es una

spolucidn del sistema y la recta r contiene al puntno A.

Veamnos si r contiene a B(2:3)

2 =4 + 5t (3
{ 3 =4~ 3t 4)
Pbe (3) se obtiene t = - % que no es solucidon de (4},
luego el sistema no tiene solucidn y la recta no
contiene al punto B.
EY Si p oo entonces %3_31 puedes comprobar que si

3(5,—3), entonces (3:%) es perpendicular a é1:
5(3) + (-5)5 =0

luego un vector puede ser 5p(3;5) v la ecuacion:

w = & 4 At
¥ 6 + 5t
-

a) Escribe | 2 ecuaclén cartesiana de | a recta dada por |a
x = 2 + 5t
y = -1 + 2t

i

ecuacidén paramétrica {

b) Dada 1la recta de ecuacidén 2x + 3y ~ B8 = 0, determina un
Punto y un vector director. Escribe uma ecuacidn para-
métrica de la misma.

Resolucion

a} Para obtener upa ecuacién cartesiana, debemos "elimi-

nar* el parametrp t; para hacerlo despejamos:
2 y + 1

=% - < =
t 5 {1) t 5 {2y
- 2 + 1
Igualando (1) y (2) obtenemos: x 5 2 = !f§—~ 5
BN esta ecuacisn hemos eliminado el parametro t; de

aqui resulta: Zx — 4 =5y + 5
Zx ~ Sy -7 = 0

b) p
ara determinar un punto damos un valor cualquiera a  x
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(x = 0) y calculamps ¥ - y = S.
Obtenemons e punto: {(Q;2).

Un vector director puede obtenerse directamente de 1Ia

a
. 2
ecuacidn, pues m = = 3 - —a" =e puede escuger a= -3 3

X

a=2, o sea, d vectar 3(—3;2). Una ecuacisdn parame-—
Y

trica es: (xijy) = (0;2) + £{—-352), u

Conb se ha visto en el inciso a del ejemplo anterior,
conocida uha ecuacidén paramétrica de una recta, es posible
.determinar una ecuwacién cartesiana "elimnando” d parame-
tro en € sistema. EIl ejenplo muestra que también se pue-
den aprovechar | as rel aci ones coneacidas para pasar de una
ecuacidn a otra.

En resumen:

5i Ax + By t €¢ = 0 es la wruacidn cartesiana de ]
una recta, tenemos:
« Se busca un punta Po(xo;y“) de ell a.

| >

« Se obtiene m despejando y é¢ m = —

« Un vectaor director es (—B;f).
Una ecuacidn paramétrica de esa recta es:
(3y) = (x ;v ) + £(-B;A)
o Qo

| Ejemplo 4 |

Determina los puntos de intersecci¢n de las rectas:
a) (x3y) = (B;~3) + tC~-1:8) ; Cx;y> = (—1;5) + t(4; -8

x = 4 + L *x =5 - 2t
b> y =5 + 2t vy = 2 4+ t

c} Cx;y) = 1;-1) + £C1;2) ;3 X -2y -6 = 0

Resolucidn
x =2 =t x = =1 + 4t
ay r 2 r 2
hr, y = -3+ 2t 2]y =5-86t
Al copiar | 0s sistemas hemos diferenciado 1los paramée”

tras de anbas, pues hay que trabajar con | as des Y necg

- . . . ]
sitamos diferenciarlas. Para ver si hay puntos comune

igualamos | as coordenadas.
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t= -1 + 4t
1 2
-3 + 2t = 5 — Bt
i 2

Este sistema puede escribirse:

t+ a4t =3
1 z
2t + Bt = 8
1 2
El i m nando t obtenemos : 2 = o,
luega no hay soiucidén. Las rectas son paralelas y no
-
coinciden.

También se |llega a la m sma canclusidn si - notamos que

| as vectores directores son paralelaos.

2= — 432 Y (~1;5) & r
2 1 1
= F - 2t

2

= 2 + t
2

®
|
i
+
b
i

b)Y r : _ r_:

"
<
I
o
+
M
-+
N
~
|

Al igualar coordenadas se obtiene € sistema

t + 2t2= 1
2t -t = -3
1 z
en el cual se obtiens el valor paramétrico t,= -1, sus-

tituyendo este en la ecuacidn correspondi ent e nbtenemos
el punto (3;3) que es € punto de interseccion de las

ractas dadas.

Nota: § determinamos el parametro t2 y lo sustituimos en
la recta correspondiente se obtiene &1 mismo punto.

Comprugbalo.

S tx3y) = (1:-1) + t(1;2)
# =2y — =0
Para determinar gl punto de intersecridn, necesitamos
tener ambas rectas expresadas en la misma forma, para

Bllo exprecsemos la paramétrica en cartesiana.

(ezy) = £1;-1) + £(1:2)
®» =1 4+ t
y = —1 + 2t
de donde t+ = x — 1 y £ o= Im;wi , luego, la ecuacidn
Quedar{a: P -y — % =0

F .
armemos o1 sistema con las dos ecuaciones cartesianas

.
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2 -y =3
x — 2y = &

Al resolver este sistema, onbtensmos |a solucidn (O; —~3)
que es € punto de Intersecci 6n de dichas rectas ., °®
[Ejemplo 5 |
Determina el Angulo entre las rectas
Cx;y) =mC1;2) + tC3;1) y Cx;y> = (1;10 + tC-2;2)

Resolucidn

Como | as rectas estan dadas por sus emcuaciones paramé-—
tricas, podemos tomar sus vectores directores para deter
m nar el &angulo entre ellas, ya que del producto escalar

conoces que:

» -
L i a ai
cus £ (a,ail = S
13113, 1
Sean A(3;1) vy "51(—2;2) ,luego 3 . 8=-6+2=-4

13] = ¥ 3%+ 17 =/9+1 =¥ 10
=+ (—2y%+ 2% = /4 1fé y poOr tanto

cos 2 (3;31) =
vie 48 ~/ avs

= — Lg x —0,4472

El 4ngulo entre dos rectas sienpre se considera agudo,

tomamos &1 angulo en el prinmer cuadrante, luega:
P (3;31) = 63,47
es de 63,40.

; por tanto el Angulo entre las rectas

|
Ejercicios (epigrate 4)
1. Escribe una ecuacién paramétrica de |la recta r que pas?

por el punto Po y tiene vector director 3.

2 , 1 + -
a) P0(4;5) y atl—436) b) Po[— 5;4] y 20533}
o) ?0(4;1153 , B(3:4) d) ?0(2;—5) , at— 217)

2. Escribe una ecunacisén paramétrica de la recta que c°N-

tiene a los puntps:

1 3 %
a) At0;0) , B(-3;~&) b) C[; ;] , D[;;;]
c) Eg;-3) , F[-;—;O,é] d) 6(/a35) , H(—/a3;2)
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S.

&.

7.

B.

1_1 2_3 10

el = - L]l— 223
e) I[z’;] ¥ J[s"?] £ K36 [ par ]
Escribe una ecuacién paramétrica de la recta que con-—

tiene a origen de coordenadas y es bisectriz del pri-
mer tcuadrante.

Investiga s las siguientes puntos pertenecen a | a rec—
ta que contiene al punto A{D;~-3) y tiene vector direc—

tor 3(6;—3—) .

a) A[Il;—- %] by B(29:0) c) c[s;—— g]
d) D[-1;f+ 15}] e) E[?; - %] £) FQ17373)

Escribe una ecuacidn paramétrica para la recta que
contiene al punto A{-1:;3) can vector director 3(2;—5).
Indica otros tres puntos que pertenezcan a dicha recta
y otros tres vectores directores de |la misma.
Representa graficamente € conjunto de puntos que sa-
tisfacen | a ecuwacién 7 = ?04 tA con ?0(—1;4) y 3(2;*3)
para | 0s siguientes intervalos de t-

a) t =% by |t] < 3 cy 04t <1

d) ¢t = -3 e} 20 < t < +w £f) —w < t X 4

= 3 4+ 2t

y = =1 - 5t >
ecuacidn paramétrica de |a recta que:

Sea la recta r de ecuacidn: halla una

a) contiene al punta M(2;~5) y es paralela a r,
b} contiene a punto @B(-1;2) y es perpendicular a r.
finaliza si los siguientes pares de rectas san paralelas

@ perpendiculares.

) (x3y) = 2;5) + t{~1;2) b) (x3y) = (1;8) + t(4;4)
x =3 - 2t . L
{y = 5 + 4t (e3y) = (B39 + t(o;—4)
c) { ®x =2 + 4t ®» = -1 + 5t
y =5 - 3t y =2 - 2t

Determina los puntos de interseccidén de los siguientes

Pares de rectas. Si se cortan, determina el angula en—
tre ellas,

2) (x3y) = (~5H530) + £(2:1) :  (xzy) = (3;2) + t(-1;2)
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w = 2 + 3t _ = N
b) = St 3 ® o= .:2” 5

4 y =4 -3t

®x = 3t L
c} y = % - 24 H (x3y) = [1;3] + t(ha3—4)
d) fx3y) = (334) + t[2§%] i %+ 2y + 5 =0

i
o]

+ t

- ¥ t+y -4 =20

-

1l
[

{x
a)
Y

£y CGesy) = (=130} + £(5;-2) 3 x — 3y + {1 = 0

10. Analiza | a posicison relativa de la recta que pasa por
punto (3;-2) can vector director 3A(-13?}, y la que
contiene a | a mediana del triangulo ABC relativa al
lado AC3 si los vértices del mismo san: A(-134} |
BLZ255) y C(3;-2).

11. Las siguientes ecuaciones representan una recta, ex-
présalas en 1a forma Ax + By + C = 0.
ay (x3y) = (—339) + t(251) b)) (x3y} = (13-8)1+t(-15;-4)
) { : = ug - 7/8 ¢t d) { ; : ; : gt
o {317 o {3I7

12. L as siguientes ecuaciones representan rectas- kExprésa-
las en farma paramétrica.

d 3Ix + 4y + 12 =0 b) ®* — 2y + 3 =0
) 2% + Dy = O d) 4x + vy = 0
B) # + 2 =20 ) v - 4 =0

13* sean P un punto del plano de una circunferencia de cen
trodyradior, y d = |OF|, entonces si @ y R son los
puntos . de interseccidn de una recta que pasa por P con
la circunferencia, se cumple: lﬁﬁ]’lﬁﬁlz d*- rz-
Demuéstrala

Fjiercicios del capitulo

1.

. . la
Una recta de pendiente 3 pasa par € punto (3;2); %}
abscisa de otro punta de la recta es 4, halla su orde

nada,
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2. Una recta pasa por los puntos M-2;-S5) y N{4;1). § un
punto de abstisa 10 pertenece a |la recta, souidl es5 su
or denada?

3. Comprueba que |la recta que pasa por los puntas Ac(l;l) y
B(2;-1) e5 paralela a la recta que pasa por | 0s puntos
C(-1;3) y D(0O;1y y perpendicular a la recta que pasa
por 1os puntos E(&63;2) y F(O3-1).

4 Dado el triangulo cuyos wértices son: fA(Z2;-1), B(4;7) y
Ci6;-3). Halla
a) una ecuacisn paramétrica del | ado AB,

b) uUna ecuwacidn paramétrica de la recta que pasa par A
y es paralela a |ado BC,

) la ecuacisn de la mediana relativa al | ado AB,

d) |a ecuaci¢n de |la mediatriz del |ada AB ,

e) la ecuacién de la altura relativa al | ado AB.

5 Halla I as ecuaciones de |las rectas paralelas a la recta
3x — 4y - 10 = O que se encuentran a una distancia de 3
uni dades de ella

6%, Dadas | as ecuaciones de dos |ados de un cuadrado
Sx + 12y - 10 = 0 , Sx + 12y + 20 = O halla |l as ecua-
ciones de los otros dos lados, si el punto M(-3; 9) es-
ta en un | ado de este cuadrada.

7 . Se dan | as ecuaciones de das | ados de un rectangulo
St t 2y -7 =0 , 5% + 2y - 36 =0 y la ecuaciodn de
una de sus diagonales 3x + 7y — 10 = 0. Halla las ecua
ciohes de | as otros das |lados y de la otra diagonal

8. Dados dos vértices de un trianguloc ABG, A(-21-3) vy
B(2;1) y e punto Nti;—2) de interseccisn de sus altu-
ras, halla las ecuaciones de sus lados.

9. Dados dos vértices de un triangulo, A(-1032) y B(&3a),
cuyas alturas se cartan en € punto N{S32) ; determ na
las coordenadas del vertice G S se encuentra en la
recta = - 2y —-18 = 0,

10, Una recta pasa por d punto P, si sabemos que C = —AB,
halla la ecuacion de la recta si:

a) P(-254) y A+B=5 b) P(4;10) y A -~ B =9
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) F(2500 y A'- B= 5 d) FP(oz1) y A+ B'= 5
11. Gean m =~ CD y 1 = CE. Representa graficamente y calcu-

ta:
ay |+ B si A =985 (7] = 4,25 < @0 = 110°
b) |® -~ A si (B = 7,33 |R] =4 ; < (m = 50°
o A si A =2 [~ A] = /10 ; « (hhy = a5°
) &) si jA] =55 (@ + R =57 5 2@ = =0

12. Demuestra gue el cuadrilatero que se ohtiene al anir
1o puntos medios de un cuadrilitero cualquliera es  un
paralelogr amg.

) +>
13. Determina las coordenadas del vector a si conncemos su

(1)

modulo v €1 angulo & que forma con el semieje "x" posi

tivo.

a) |3 = 5,8, 6 = 55° by |3] = 12,6 , & = 130°
> o -+ - o

) {3 = 1,5 , 6 = 145 @& |3} = 4,95 , & = 300

e) 3] = 3,5 , & = 1257 £ |3 = 12,5 , 6 = 223°

@) |3 = 3% , 8 =752 n |3a] = S , & = 80,47

L
14. Determina el extremo que falta, s5i s sabe gue:

a) |AB| = 4,3 , 6 = 47" y A(G;5)

by |EB} = 6,7 , 6 = 99° y D(-7;8)

c) MR =8 ; 6 = 120 y N(a;4)

gy [FR| = 10 ; @ = 200° y P(-2;3)

e) |RB| = 3,5 ; & = 50° y R(3,2;6)

£) |TO] = 4,67 5 6 = 155" y 06;4,5)

@ [W3| = 15 ; & = 309° y 5(3; 1)

=2

15. Calrula el praducto esralar de los vectores a Y =2

biendo que:

ay |3 = 3,2 ; |B] = 95,1 ;5 < 3P = 30°
by Aeas7y , B = 1,7 5 2 B;B) = 140°
) As:ay , B(7ie)

d) at-6:3) , Blaz1y
"

16. Halla los valores de a y (3 para que los vectores aybh

sean ortogonales si sabemos que:
el

a) aloy5) , B(-3:;3) y Ja + 3 = 12
) A(Fe) , B2y vy 28 — Ba = 2
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17.

i8.

19

20,

2,

22,

23,

23,

e} Atoy2® , B3s1) ya-pg@=4

d) 3€15;-1) , B(2033) vy Saa - = 1

e) alazs) , B(Zoz3) ya+ (3 =75

£) 3tas3) , Blas2B3) y Ta + &7 = 12

g} Ald4o;2) , Doz y a + 3= 3
>

by afazl) , 6(1:—3) v o ﬁ?= 32

Dadas las fuerzas F,(3;~4) , ¥ _(2:3) y P ¢-332) apli-
cadas a un punto, calcula el trabaja realizada por 1la
resultante si el punto de aplicacidén se desplaza de
|l a posicidn AG;3) a la posicidén B(?36)Y con un movi—
miento rattilineo.
Se dan los wvértices de un triangulo A(3;2) , B(5;1) y
C¢3;-2). Calcula:

a) el angulo 12,

b} el angulo exterior de wvéartice A.

Sean tres vectores &, B y © de médulos & b y ¢ res—
pectivamente vy a = £ (g;é), = (i;é), y = £ (g;E).
Prueba que el modulo s de |la sunma de los tres vecto—
res esta dado por la férmula

s%= a*+ 6%+ c®+ 2bc cos a + 2ac cos 3 + 2ab cos y

Nota: & + 2 = =s° =i |§[ =g .

Halla | a ecuacion del lugar geométrico de un punto gque
se mueve en el plano de tal manera que la razdn de sur
distancias a |l es puntos A(2;5) y B(-133) es ciempre
igual a 1.

Halla la ecuacién del lugar geométrice de los puntos
tales que la diferencia de | as cuadradas de sus distan
cias a los puntos (2351) y (—3;4) es siempre igual a 3-
Halla el pie de 1a perpendicular baj ada desde el punto
(-1;2) alarecta3x - Sy - 21 = 0 .

Halla | a proyeceisan del punto P(—-1310) sabre |la recta
determinada por lms puntos A(Z2;-3) y B(-6;51).

Desde e1 punto (2;-3) se traza una perpendicular a la
recta 3x - 4y T & = 0. 4 A gue distancia se halla di-
Cha perpendicular del punto (&;8)7?
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25. Halla | a ecuaciéon de la recta, =i € punta P(2;3) es
el pie de 1la perpendicular bajada del wrigen de coor-
denadas a esta recta. Determina | a distancia del ari-
gen de coordenadas a dicha recta.

26. EIl punta (433} es un wértice de un cuadrado y |la recta
Zxu + y # 4 = O contiene Un0O de sus lados. Halla el
area de dicho cuadrado.

27" Dadas 1as ecuaciones de dos | ados de un cuadrado y una
de sub wvértires, halla las ecuaciones de los otros dos
lados de este cuadrada,

Ax — 3y + 3 =0 , 4% — 3y — 17 = 0 , A(2;-3)

28. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia al
punto A{—-1;5) es dos veces le distancia de £ a la rec-
tax —y +1 =0 Hlla la ecuacién de su | ugar geomé-
trico.

29*. Dadas | as ecuaciones de dos lados de un paralelaogramo:
Bx + 3y + 1 =0 , 2« +y — 1 = 0y |la ecuacidn de una
de sus diagonales, 3x + 2y + 3 = O ; determina las ©g
ordenadas de sus vértices.

Z6. Dos de | os lados de un paralelagramo tienen par ecua-
giones x — 3y + 13 = 0 y 3x — 2y + 4 = O respectiva-
mente y uno de sus vértices es e punta (-331). Halla:
a) lar coordenadas de las vértices gue faltan,

b) | as longitudes de sus diagonales,
©) sus angulos interiores.

31*. Halla la posicion relativa de las siguientes rectas
con |la mediatriz del segmento que une |os puntos
AC-2:3) y B(4;-5). En caso de que se corten halla =l
punto de interseccidn y si son paralelas la distancia
entre las mismas.

a) 4x - 2y - 11 = O b) 3x — 4y + 13 = O

32 . Los lados de un triangulo se dan por SUS ecuaciones:
My —y — 7 =0 , x + 3y - 31 =0, x + 5 -7 =0
Halla e punta de interseccidn de sSus alturas-

33 . Los lados de un triangulo estan en las rectas cuyas

ecuaciones son: % 4 Sy - 7 =0 , 3x - 2y -4 =0 VY
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34.

3.

37.

38.

39.

40.

41.

Yx +y + 19 = Q Calcula su area.

Halla el centro y el radio de la cicunferencia ins-
crita en el trianguloc cuyos wértices son:

a) (0301 , (&;0) [3;;';-] b} (0;0) , (450) , [0;1—%}
Demuestra que en todo triangulo rectanguln |a nediana
relativa a la hipotenusa es igual a la mitad de |a hi-
potenusa.
Demuestra la ley de | 0os casenas.

Demuestra que en una circunferencia, todo angulo ins—
crito en un didmetro es recto. (Teorema de Thales)
Denmuestra gue en todo triangulo rectangulo |a altura
relativa a | a hipotenusa es media p roparcional entre
los =agmentos en que divide a | a hipotenusa. (Teorema
de las alturas)
Demuestra gue en todo triangulo rectangulo cada cateto
es media proporcional entre | a hipotenusa y su prayec—
cion sabre ella. (Teorema de |los catetos)
Demuestra que |la sum de | as cuadrados de | as diagona-
les de un par-alelogramo es igual al duplo de l|la suma
de los cuadradas;, de sus 1lados.
En una ciudad con ralles perpendiculares ((fig. 2-27),

Y -Al,

un grupa de 2°= 32 personas sa-

le de un punta A. La mitad se

dirige al narte y 1la otra mi-

tad al este; en cada esquina

ocurre una djvisian analoga

tmitad al norte y mitad al

A €
este) durante 5 cuadras. Fig. 2.27

&) Encuentra la scuacion de Un lugar geométrico cono-
cido sohre el que se encuentran las 32 personas.
b) Indica | as coordenadas (con referencia al punto A)

de los puntos donde mstan | as 32 personas- gCuantas
hay en cada punto?
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SOBRE LA HISTORIA DE LAS SECCIONES CONICAS

lLas curvas que Se obtienen al intersecar un cCono circou-
Zar recta con un planao (secciones coénicas), =ran ya cono--
cidas _por los antiguos griegos. For primera vez las estu-
dis, sistematicamente Mepnascma, matematico griego, alumno
de Platdn gue vivid en el siglo IV a.n.e.. Menaecmo estu-
di6 estas curvas como un media para resolver el praoblema
de | a duplicacidn del cubo*, y |las wbtenia intersecanda un
cono circul ar recto con uri plana perpendicular a una gene-
ratrir:
si el Angula en el wértice del cono es agudo
s@ abtiene una elipse, si &5 recto una para-—

bola y si es obtuso, una higérbola.

EL estudio mids completo de las secciones cédnicas en la
antigua Grecia, tam completo que solo ha sido superado en

a Apolonio de Perga, quien

los tiempos modernos, €5 d
ensefivc en Alejandria y en Pérgamo &nn La segunda mitad del
sigla II1 a.n.e. y es corsiderado el segundo matematico de
|l a antigliedad, después de Arquimedes.

Apolonio introduce en € estudio de |as conicas una in-
novacidn fundamental: no considera cada tipo de cénlga co-
mo procedente de |a interseccian de un plano con un cend
de diferente abertura, sino que las obtiene todas de Un
mismo cone, hacienda variar- la inclinacien del plano tal ¥
como s hace en el epigrate 5 de este capitulo.

Conmo se menciond en |la nnta histarica del capttulo 2,

al estudiar las cénicas, fpolanio lo hace de manera gue =€

17 Este probl ema, Teonocido Lambién como el probl ema de

. . o
Delog, coensiatla an encontrar La aristo de un cubo c¥Y

volumen fuera el dobla del gue se utilizaba come altar en

. . 1 O™
La ciudad de Deles. Moenaecma utilizd, para sau regoluclé'

las parldbeoetuas gque nosolros represeniamocs hoy por Las ecu?

Z 2
x = ay e Yy = zax 3
donde % es la ariata de un cubo de volumen 2a

CLONES
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le puede considerar un precursor de la Geometria Analiti-
ca, Ya que utiliza una especi e de coordenadas: el diametro
s@ Usa como nuestro eje "x" y la perpendicular en € ver —
tice COND nuestro eje "y". PFara caracterizar las curvas #£1
utiliza un equivalente geomé&trico de nuestras ecuaciones,
an teérminos de | 0 que se conoce como algebra geométrica vy
que juega el mismo papel que e algebra en nuestra Geome-
tria Analitica.

l.as propiedades a | as que se hacen referencia en ¢
parrafa anterior, son |as que noSotros expresaremos me-
diante | a2 ecuacion y2= 4px - (1 - e’y x° , que significa
que € 4rea del cuadrado construido sobre |a ordenada es
igual, menor o mayor que el Arca del rectangulo de hase x
y altura 4p. De esta propiedad derivd apolonie |as nom-
bres, pues parabela en griega viene a significar que el
drea es igual (e=1}, elipse que hay un defecto (e<1) e hi-
pérbola que hay un exceso f(e>1).

Al considerar | a obra de Apolonio y su utilizacian del
método de coordenadas, no se debe olvidar que para €1 los
sistemas de coordenadas eran inseparables de |as curvas
Concretas, que no introduce caordenadas para todos | os
Ppuntos del plano y que no reduce € problema geométrico a
otro algebraico, pues ng disponia de una teoria algebraica
suficientemente desarrollada. Esta seria obra de Descartes
Y Fermat cono ya leiste en |a nota histérica del capltuln
anterior.

Despusés de | a abra de Apolonio, el siguiente paso de
dvance en |a tearia de las secciones cénicas serd dado
tuanda Fermat aplique los métodos de | a Geometria Analiti -
ta v obtenga las ecuaciones reducidas de | a ~ednicas. A
Partir ga ese momento se abandona e estudio de las céni-
Cas como curvas en ei aspacio y se | €s considera como luga
Feg geométr: cps planos, tal como se hace en el capitulo
Qe comienzas a estudiar.

Sin embarga, en los trabaj os de Fermat habhia muy poco

W2 no fuera una traduccidn de los resultados de Aponlonio
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al lenguaje del algebra. Una via cualitativamente nueva se
abrid con las trabaios de J.Desargues (1593-146462) y Blacs
Pascal (1423-14662), que consideraron las secciones conica.
cono “proyecciones”" central es de una circunferencia, con
|l o que sentaron las bases de | a Geometria Froyectiva e 1ni
ciaron un capitulo nuevo en la Tearia de | as secciones cd-
nicas con el estudi o de sus propiedades proyectivas, que
estan fuera de laos objetivos de este libro.

Para term nar debemos sefialar que | as cocdnicas {descu-
biertas en e siglo |V aun.e.}) constituyen el nodel o mate—
matico para describir € movimiento de |as planetas de
acuerdo a las leyes descubiertas por Johann Kepler (1571-
1630) y que Newton fundamenta: los planetas se nueven en

drhitas elipticas con el sol en uno de sus focas.
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CaRTULD

o
CURVAS DE SEGUNDO GRADO. SECCIONES CONICAS "3‘

Cl RCUNFERENCT A

1. Ecuacidn cartesiana de la circuntferenclia

En el capltulo anterior epstudiaste como dado un sistema
de coordenadas, se puede asociar Una ecuacidn a un  objeto
geométrico conucidos: |la 1insa recta. En el presente epi-
grafe estudi aremos: como hacer corresponder uona scuacidn,
en un plana coordenado, a otro objeto geométrico conbrido:
| a circunferencia {(punto 37 del Memento).

Teorema 1

I
La zircunferencia de centro UOthik) y radio r
tiene ecuacidan:

| e — mZr (y — )2 = 7

Denostrar idn

Un punta Pix3y) pertenece a
la circunferencia si y solo
a1 S cumple:

d{0,F) = r {fig. =10

que puede escribirse

Fig. 3.1 Y - %y - k) = ¢
2

2
que es equivalente a (x — Y5+ Ly — YT = ¢ =
Si se considera como origen de coordenadas e centro de

la circunferencia SU ecuacidn seri

2

2 2
" + oy = r

Que es |3 ecuacisn de la circunferencia referida a su cen-

tr L . . i
© ¥y se conoce cama ecuacién candnica de la circunferen—
Cia.
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| Egeaplo 1 )

taun Lhe la ecuacion de la circunferemcia que tiene centro
Oy vadic r. .

,a,‘:oté.;r—.”.i;);rm'/fl b)Y O;0» ; 1 = 4

ot Lol T
a) Sustirtuyvendo en la ecuacidn e - by “a iy - k)z— rz
o denadas del centro y el rFadio tenemos:
(2 - ity + 5% 3
suk es la eruacion de la circunferencya pedida (fig. 3.2 a)
nroa S yzm 16 , €S la ecuarion de la caircunterencia pedi da
idaig. 3.2 b).

a7
4
o T T T
|
|
o

l EjemﬁTErﬁtj
foas slguientes ecuaciones representan circunferencias. De-

Leth i ia su centeo ¥y radio.

41 Ux + 4% (y - &%= 8 B x°+ y°+ 10x - By + G = O

Hersord wel Ldn

as Lunipal ando con la  ecuwacion general  tenemos: h o= -4,
Kooy ‘s g de  agul  obtenemos ques 0(-4;2) ¥

R - .
¢ = -/E{ R -/,2 .
) B owete casao la ecuacion no esta dada en la forma cono”

cifla par 1o que debemos expresarla an esa tarma:s
220 ' tow - By + 9 = 0
- do
L “qiz ) 2 ) _ . e coempletan
FoLQx o+ 25+ (y By + 14 g o+ 25 + 16 cuadrados -
(% + 5% (y — )%= 32,

——

Luego OS5 4) y = 1[3

28]

[N
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_Ej=mpla 3

J

Los puntos AC-15 32 y BS1) con los extraas de an o dine -
tro de una clrounferencia, escribe la ecuacion de ta misma.
Resoaluo: dan

Fara detor manar L woiag i omn
de ana Circunferancea dpbhenos
conocer SuU centro y su  radio.
Conoremos 1os punlos sexbhr emos
de un diametro de alla, 1 uwgo

gi talculamos el punte medio

del megmento AE obtenemos !as

coordenadas del centro O de la

circunferencia {(f1g. Fag. S0
X o+ ow
; 4
I Sy ; ;’]

Para ohtener el radio calrulamos la distapcia de 0O

cualguiera de lous punto A S H

Fo= d(0,AY = //t.1<f)2t S I AT

por tanto la ecuacaion de da crrcunter encla ped:da s

R R - S V-
[Esempio 4 |
Dada la circunferem ia  x°+ r@“ 2y 8 = O, detoerwmina los
puntos de interseccioan con jas rectas:
@ x -y -2 =0 By 3x - y - 16 = © ¢) x = 3

Resol ueion

FPara buscar los puntws de antersecrion  resalvemns  ef

Sistema formado por ambas sooaciones.

a) %+ yE o2y 8 =0 (D)
oy — 2w O 2)
Despejando x en (2), obtenemos: ooy + 2 (3D
sustituyenda (3) en (1): ty + 2% Y5 2y - B = 0O

£t
yz+ 4y + 4 + yzA Py B = 0
2yF 4 2y - 4 = 0
yir oy - 2
ty + 2 )ty ~ 1} = 0O




[}

c)

sustituyendo en (3}, encontramos:

para vy = 72 3 x1= (=2 + 2 =0

para ¥,= 1 3 %= 1+ 2= 3/
luego se intersecan en dos puntos Pi(O;—Z) y F_ (331}
Esta significa que la recta es secante a |a circunfe-
rencia, la distancia del centro de | a circunferencia a

la recta es menor que € radio (fig. 3.4 al.

x o LI
-2
ta) th) )
Fig. 3.4
xfr y'- 2y ~B =0 (1)
3 -y — 13 = 0O (2

Pespejanda y en (2), obtenemos: y = 3Ix — 15 (3)
sustituyendo (3) en (1i:
%+ (3x - 15) - 2(3x — 15) -8 = 0
xZ+ 9x"- 90x + 225 — 6x + 30 -8 = O
10x*~ 9&x + 247 = O
comao D = b’ 4ac = 9216 - 9880 = -644 < 0, esta ecua-
cidn carece de soluciones reales, larecta y | a gircun—
ferencia no se intersecan, o sea, la recta es exterior
a la circunferencia. En este caso |la distancia del can-
tro de la circunferencia a |la recta es mayor que d ra-
dio (fig. 3.4 b).

"+ y¥- 2y -8 = 0, (1}
% =3 {2}
Sustituyvendo (2) en (1) se tiene:
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.y

94y -2y — 8 =0
vi- 2y + 1 =0

ty - 13°= 0

y = 1
que es un cero doble, luegm salo tienen un punto comdn
"dable", F{(3;31}); larecta e5 tangente a la circunferen-
cia, y por tanto su distancia al centro de la circunte-
rencia s igual al radio y e5 perpendicular a este en

el punto de contacta (fig. 3.4 c). m

[ Fiemplo 5 |
Los puntos ACO:2> , BC(3;0)

, CC(5; 32 y IX2:8) son los  ver-
tices de un cuadrado, Escribe | a ecuaclidédn de la circunfe-
rencia inscrita en dicho cuadrado.

Resol ucisn

El centro de la circunferencia inscrita equidista de

los lados del cuadrado ¥
{(fig. 3.9, es decir, e5 el

punto de interseccién de | as

m ow b=

bisectrices; como en el cua-

-

drado las di agonal es san bi-—

sectrices, € centro sera el Fig. 3.5
Punto de interseccidn de sus diagonales y su radio es la
mitad de ta longitud de su5 ladas. fomo | as diagonales se

cortan en su punto media, basta determinar el punto media
de una de € las:

[N H x‘+ "c H yA+ Yc = =3~
- z 2 R Vi

Yel radio es la mitad de 1a longitud de un lado, sea

r=§-dm;m=§¥(-3)‘+2z =§f‘9+4 = Y13

2z

4

2 =y
luega 1a ecuacién pedida es: rx - 2] + [ - ‘f'j = }—E:
L 8 «J -

Que eg equivalente a: [ yz- SOx — Sy + 2,25 = O -
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| Ejempio 6]

Halla los puntos de interseccidén de las circunferencias
x‘+ y'= 16 y xt y'- 4x ~ 12 m @

Resolucidn

Rezulvamos el sistema formado par | as dos ecuaciones:

{x2+ vi= 164 ()
x*+ y*— a4x - 12 = O (2)
sustituyendo (1) en (2), tenemos:

16 - 4% - 12 = O de donde x = 1
sustituyenda x = 1 en (1), obtenemDs: yzm 15

| uego y =+ fflﬁj': + 3,87
pur 1o que las circunferencias se cortan en las puntas
(1: 3,87 vy (1;-3,87) -

Eiercicios (epigrafe 1)
i Eweribe |a ecuacidn de |a circunferencia que tiene cen—

tro 0 y radio r.

Ii

1]
[
3

ar 0W1;3 , r b) 0t4;-2) , r = 8

Vs

) 0030 , r 4y 0033 , r = 2
e) D[%;l] y = fég £) (3,130 , r = 5,2

g) 0(3;-2) , r = s s h) 004,2;5,1) , F = 2,1 /;
i) 0(2;2,3) , r = g ) 0E,2) , r o= 3,2 + 1077

Determina 21 centro y al radia de | a circunferencia cu-

K

Yda ecuacldn o3

! a) x“+ y®= B1 b) (x - 2%+ (y + 2= 20

}' e x5 (y + 3= 16 d) %%+ yi+ ax — 2y - 20 = O

] e) e y2+ G — 7 = O £) wa yz_ v — 4y = O

ﬂ g) x4 yz— o+ 2y + 1 =0 ) e yzw 4 + 2y + 5 =0
iy x% Y 2y -9 = 0 i 2% 2yf-bx + 10y + 7 =0

k) x%+ yz— A4x + 2y + & = 0O

3. Halla la ecuacion de la circunferencia de centra 0 Y

que pasa por el punto A.

a) 0E3-2) , AlL;S) b} 0O(=2;0) , A(1;¥s)
o) 0(2;3) , A6;0) d) 0¢2v¥a ;7¥5) , AO;M
e) U-4;-1) , AC1:2) £} DY AY8) , A(2YZ3373)
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b'

7.

g) U(s,134,1) , A(3;2,1) h) 02,6375
i) 0SS, ALYS ) i) D¢43Sy , A(4,T)
S BB es al diametro de una circunferencia, halla |a

, A4,9;5)

ecuacidn de |a misma en los Sigui entes casos:

a) A(2:3) , B{-4:5) b) A(-1:5) , B(1;-3)
c) A(-532) , B(5;-2) d) Al4;3) , B(-F;-1)
@) AU , B(3;4) £ ﬂ[§;2] . B[~- 2,5]
1
9[3 ] . B 0; - 2] ) n[oag»] B[E;Z]
i) ALY, B(33;YE) i) AC(10,3;3,4), B(14,1520,4)

Dada | a ecuaci®n de |la circunferencia

al xz+y2—4x+2y—47=0
b) x*+ y'— Bx + 2y - 20 = O
€) x%+ y*+ 10x - &y + 21 = A
dy x*+ y*—ax + by + 13 = O

halla |l a ecuacién de la circunferencia concéntrica de
radio doble.
Escribe | a ecuacidn de | a circunferencia can centra en
a punto D(—-13-1) y que es tangente a la recta:
a) y =x + 1 h) 4x + Jy - 5 = 0
c) x — 2y -2 =0 d) 2%« —y — 7 =0
Halla 1a ecuacisn de la circunferencia concéntrica a la
circunferencia x%+ y*— 4x + 6y — 17 = O que sea tangen-—
te a larecta 3x - 4y + 7 = 0.
Hall a | a ecuacién del diiametro de | a circunferencia

¥i+ yi+ 4y - by - 17 = 0O
que es perpendicular a |la recta Bk + 2y - 13 = O.
Halla | a ecuacisn de |la recta que contiene at dianetro
de | a circunferencia (x - 2)° + (y + 1)%= 16 y que bi-
s@ca a |la cuerda de extremos Ata;—1) , B(2;3).

10. Halla |la ecuacién de la circunferencia que pasa por

los punt os:
a) A(2;-2) , B(B:4) y Cl6;M
8 A(O;O) , B(254) v C(1030)

1. Una circunferencia pasa por leas puntas A{-353) Yy

B(l;4). Halla | a ecuacisn de la mism si:
a) | a abscisa de SU centra es 2,
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13.

14.

15.

1&.

b) su centro Se encuentra en el eije "x
€]l su centro se encuentra en la recta 2x — y + 1 = 0.

Determina | a relacidn de posicidn entre |la circunfe—
rencia y 1la recta dada:.

a) x - % (y - 21%= 9
b) » 4 yz— 4y — 14 = O
) (x - DRy - 1=

-y +2 =20
-8 =0
1 2 + &
4 4
d) x"+ y — éx =03 u +vy ~8=20
@) x*+ y'— @x -8y + 22 =0 ; y = 3x — 18
) (x -~ 2% (ty - 11?225 ; x +y -8 =0

p-4 -
+
~

-y
~
1

Determina las coordenadas de laos puntos de i1intersec—
cidn de la circunferencia y la recta indicada en cada
caso:

a) x*+ yz— 4x ~ 2y + 1 = 0 53 v -y + 1 =20

by tx — 2%+ {y — %= 8 sy = % — x

) ¥+ y¥ ~Bx + 12 =0 ; x —y + 2 =20

I

4]
(¢}
z 2
£f) X'+ Yy + 2x — 4y - 15 =0 ; x +y — 10 =0

d) x+ D3 Ay - 1D%=4 3 x5 -~y + 4

e) x%e Vz — &y — 1 =0 3 x — 2y + 11

i

Hall a |l os puntos de interseccidn de |as circunferen—
cias:

ay x7+ y2= ? %X yz+ &y = O

by x*+ y*+ 2x + 2y ~ 14 = 0 , %+ y°+ 2x ~ B = 0

) x*+ yz" 2% ~ 4y - 4 = 0 x2+ly2— 10¢ ~ A4y + 28 = 0
d) x>+ yz— 4 — by + 27 = 0 , x 2+ y:— Bx — 2y + 13 = O

e) xi+y®— 18k - 20y + 12 = 0 , x*+y*+l6x +14y - Sh

£) x+ y'- 2% - Ay - 11 = 0, x%+ y®+ ax +10y + 33

il

0
o

i

Determina para qué valares de | a pendiente k las si—
gui entes rectas son secantes, tangentes o exteriores Aa
la circunferencia x + yz - 4x - 2y = 0.

a) y = kx b v = kx - 8

Escribe |l a ecuacién de |a recta tangente a la eircun—
ferencia dada en el punto A.

+ y'= 18 5 A

b) (x - 3% (y + 22%=8 ; am;o

©) (x - 3% (y + D= 13 5 A~

a) %
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17.

18.

19.

21.

22,

23,

d) 2 v E e o+ By = 0 3 AW0IO)

d %+ y¥ + ax — a4y = 0 ; A(-5;5)

) %+ v+ 2k - 16 = O ; ACD;4)

Determina la longitud de la cuerda de la wirFcunteran—

ria (x - 2)°+ (y — 4)°= 10 cuyo punta medin es A(L;2).

Halla |l a ecuacian de la circunferencia rcircunscrita a

tridngulo cuyos vértices son |los puntos (533 , (&37)

y (3;3-1).

Un circuio de radio 4 tiene su centro en el punto

O¢i;—1). Halla | a ecuacisn de3 |ugar geometrico de |as

puntos medi os de todos sus radios.

Hal l a | a ecuacicdn de2 lugar geométrico de 1las puntos

tal es gue sus distancias al punto (332} sean la mtad

de sus distancias al punto (~133).

Dado el triangulo de vértice A0;2}, B{2;) y Cl4;o),

determina:

« el punto nedio de cada lado,

« los pies de las tres alturas,

= los puntos nedios de |los segmentos determ nadas par

cada vértice y el ortocentro

a) Prueba que todos lous puntas encontradas estan en
una circunferencia (esta e5 la llamada circunferen—
cia de los nueve puntos) y deternm na SU ecuatidn.

b) Prueba que el centro N de la circunferencia de 1los
nueve puntos est4 en la recta de Euler (recta que
contiene al ortocentro (H), al baricentro (G) y al
circuncentro (0"} del trianquio).

c) Prueba que O0°G = 2GN.

Halla la ecuacién de la recta tangente a 1a circunfe-

rencia dada que pasa por =X punta P.

24 yi= 9 |, P(S;O)

B) (x + 2% ty - %= 5 |, PG33H

c) ke yP- Bx ~ 4y = 0 , PU11;4)
2

al)

Sohre la circunferencia x*+ y*= 1 se sitdan & puntos
de forma que sean los vértices de un exigono regular.

a) ys0ual es la longitud del lada del exagono determi—
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nada?
by 51 wno de los puntos tiene coordenadasz (1300, scui—
les son las coor denadas de 1os restantes purtos?
c} sOudntas diragaonales se pueden frazar en ese exagono?
d) De vuantas formas se pueden unir lOS & puntos Ne-
diante 5 megmentos que no se intersequen?
24, Halla |la ecuacior de |la circunferencia inscrita en el
triangulo cuyos vértices son los puntos: (0300, (&)
y (335487,
25. Halla la ecuacién del lugar geom&trico de lwos  puntos
tales que la suma de | 0S cuadrados de su5 distancias a

las puntos (330) y (S34) sea igual a 30.
PARABOLA

2. Caracterizacidn geomstrica de |la parébola

Desde cursas anteriores conoces que la grafica de la
funcidn y = ax®+ bx + c es una curva || amada paridbola. Es-
ta curva puede ser trazada, igual que 1a circunferencia,
mediante Un movimiento continuo.

Tomemns una regla, un cartabénr y un hilo cuya longitud
sea igual al rateto mayor del cartabén, fijenps un extremo
del hilo en el extremo del cateto mayar que corresponde al

Angulo aguda y € atra en un punto del plano (fig. 3.4)-

Deslicemos el cartab6on so-
bre | a regl a manteniendo ten-
so el hila can un lapiz, a
hacerlo se descri be una para-

bola. ElI procediniento ante-

]

rior pone de manifiesto wuna

N

propiedad de |a parabola: Fig. 3.6

sus punt as equidistan de una recta fija llamada directriz
{(rapresentada par |a regla) y de un punta fijo 1lamado

foco (representada por el punto donde se fijo al hila).
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Para demostrar esta propiedad tomaremos la parabola re
ferida a un sistema de coordenadas en el cual. el vertir-~
esta en € origen, entonces su ecuaci 6n es de la forma:

y = ax’ y por comndidag la escribiremos: x> Apy
Teorema 1

L.a parabola > - 4py es el lugar geometrico de 1os
puntos gue egquidistan de la recta y = -p vy dal
punto CO;pl.

Demostracion

Sean P{x;y} un punta cual quiera de |a parabola, ¥§FQip)
y £1la recta v + p = 0, luego:

dPF) = v x®+ (y - p;*

2 z 2
ﬂ2+ X Sustituyende X
- - usti ™ T e————
4') P Y Y “p
b F4

<4 2 ) i z 2.
o x 2 ES

/' 2 ) /[Tu”’]
lépz

]

#
\
N
+ |
. 1
-
[l
a ‘t
1
|
™
N
+
o

= A T AT & p
Kz zZ
- . » )
= -_;f[; + f = i vy + p l Suatituyende s v
= d(P,f)

Reciprocamente, =i un punto Pix;y) satisface JYa con
dicién d(P,8 = d(P,F} se demuestra que P esta en | a para
bola. De esta forma las puntos de la parabola, y =oln
ellos, satisfacen la condicidn, con |0 que se ha demostra-
d~ que es el lugar- genmétrico pedido. -

larectay = - p ws la directriz de La parabola, el
Punto FCO3p> es el focp de la pariabola. Cama ya sabes, 1a
Frecta x = 0 &5 eje de simetria de |l a pardbola y la inter
B8ccidn de este eje y 1a parabola es @ punto V¥(0;0)  que
®8 sSu vértice. La distancia del foco a la directriz es Zp
Y 58 |lama parametro de la parabola.

Escribe 1a ecuactisn y representa graficamente la parabnl?

qUe cumple: a) VC0; 0Y , FCO:3) BY FCO:2) , &2 y + 2 = O
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Resolucian

al En este caso conocemos gl vértice y el f oca. Fodemos
hallar el wvalor de p, pues es |l a distancia entre estas
puntos (por =mer el wveértice un punto de |a pariabola,
equidista del foco y la directriz) luego p = 3 par la
que |la ecruacisn pedi da es: x'= 12y rp = 43 = 1>
Para representar esta parabola debemos conocer, por .|l o
menos, tres puntos de ella uno de los rcuales debe ser
siempre el vértice, lOs otros dos 1os puedes hallar eva
luando en | a ecuacién de | a parabola, por conodi dad eg
tns pueden ser doOsS puntas simétricos can respecto a su
eje. Como conocemos € wvértice (V(O;0)) busguemos | os
aotros dos puntos evaluando en la ecuacidn de |a parabo
la. Para |la ordenada del faco (y = 3) obtenemos:

x°= 36 luaqo ¥ = X &

Los puntos de | a paribola a 1
representar serian: (0;0), (&33)
y (—4633) (fig. 3J.7), uniendo es-

taos con un trazo continuo obten— |
1 1

s g . -
dremos el grafico aproximado de -6 %v 6"
esta parabola

Fig. 3.7
b) Conacemos €l foca y la ecuacidn-de |la directriz, 1uego
podemos determinar p ya que:
2p = d(P, ) = |y + 2| = |2 + 2] =4
2

par lo que p = 2 y la eruacisn de | a parabola sera: x = 8y.
Para representarla conocemnos Y
su véertice (V0;0)), hallemos

las otros dos puntas. Para y=2

se obtiene x%= 14 de donde X

® = £ 4y |la parabala pasa por Iz 7

los puntos (-4;2) vy {452 {(fig.3.8). Fig.3.8 -
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Si e weértice no esta en el worigen, sino en thik), y la
parabola nmantiene su eje paralela al eije "y", la ecuacidan
puede escri birse coma:

Cx = %= 4pCy - k>

Ejemplo 2 ]

Escri be | a ecuacion de | a parabola que cumple:

a) V(3,63 &« FC3:100 ) FC4;8> | Iy y ¥+ 2 = O
ResolUucion )
Y
a) Conocemos € wvertice y d of - - F
foco, podemos hallar el valor
de p: p = d{V,F) = 4 (fig.3.%),

y coma su eje es paralelo a

eje "y", la ecuacidn pedi da es:
2
(x — 3) = thly — &)
—] —_l .
o 3 *
Fig. 3.9
b) Canocemns € foco y |l a ecuacién de la directriz, debe-
v mDs  buscar el vértice y el
8L~-‘---——1F valor de p. El wvértice es €
|
| punto medio de | a perpendicu-
|
i lar baj ada del foca a la di~
\
3**‘"'—'fv rectriz, lusgo tiene la ms-
l ma abscisa del #oco y SU or-—
0 ll“ X denada es 3 tfig. 3.10), por
A
= : tanta V(4:3) y p = 5 por lo
Fig. 3.10 que |l a pcuacidn pedida es:

(x — M= 200y -3 4
9 en la ecuacidn (x - %= ap(y - k) se antepone a 4p

®l signo menos, la parabola se refleja en gl eje de las

Y 84 ecuacisén serfa: Cx = hd'a -—4pCy -~ k),
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que representa una parabola que abre hacia abajo.

Ubhserva que estas parabolas tienen eje paralelo al eje
"y", y en sus ecuaciones aparece la variable y lineal.

Si | a parabola tiene su eje paralela al eje "x" su erua—
cidn sera:

Cy = ¥)°= 4pCx = h & Cy = k>'m —4p(x = h

en dependencia de que abra a la derecha a a la izquierda
respectivamente.

En general:

La parabola es el lugar geomstrico de | os puntos
de un plano que eguldistan de un punto fijo del

plano, llamado foco, ¥y de una recta fija, |l am-
da directiriz, que no pasa por el foco.

[ Ejemplo 3 }

Las siguientes ecuacioner representan parabolas. Halla en
cada caso las coordenadas del foco y del wvértice, y la
ecuaclén de la directriz. Representa en un sistema de co-
ordenadas | a paridbola del inciso s
a3 y*+ 4y + 4x = O b> y*- 8x = O
) x°= 10y - 10 = O D 2x°- 12x + 3y ~ 9 = O
Resoluridn
a) y2+4y+4x=Q
Para hallar los elementos pedidos debemos expresar 1la
ecuacidn en | a forma conocida, para ella dejamos en el
primer miembro | 0os términos que corresponden a la varia

hrle de segundo grado (en este caso y) y conpl etanps

cuadrados:
v+ Ay + 8% = 0
yz* dy = —4x
v+ 4y + 4 = —ax + 4

ty + 22%= 8¢ - 11
luego 4p = 4, de donde p =1 vy VL;-2)
La paratola tiene el eje paralela al eje = les la va~

riable lineal) y abre hacia la izquierda, por |o tantd

128



el foca es F(0;-2) y la directriz { es:

= h + p

x = 1 + 1
v = 2
¥ - 2 =0

Para representar esta parabola, como ya conacemos &
vértice, solo nos queda hallar otros dos puntos, por <o

modidad eval uarenos la ecuacidn para la x del focao.

Y
Para ®» = @ tenemos: \
4
4y = 0 de donde se obtiene: ——% —
i
y=0 y y>= "4 2 v
La paraibola pasa por los pun- 4
tos (1;-2y, (030) y (0O3;-4) /
{fig. 3.11). Fig. 3.11
b} yz-- 8 = 0
En este Ccaso no €S necesario completar cuadrados, 1a

| paribola tiene e3 vértice en el origen de coordenadas
el eje coincide con e eje "x" y la parahaola abre hacia
La derecha, | uego:
4p = B8 » Vi0;0) 5 Fz (h+p;O) 4t w =h - p
p=2 = (2;0) x = -2
®x + 2 0

H

) x*~ 10y — 10 = O
x'= 10 y + 10
x = 1o(y + 1)
| uego 4p = 10 de donde p =2—, y V(0;—-1).
El eje de | a parabola es paralela d eie y {(es |a va-

riable lineal) y abre hacia arriba, luego

3 X
F: [0;“1 +§] = [O;E] £y - k-p5
y = "1 5
2y = ~2 - 9
2y + 7 = O

D 2% 12x + 3y - 9= 0
2xT- 12% = -3y + 9
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20— bx + 9 = =3y + 9 + 18

2(x ~ 3)%= -3y + 27
(x -~ 3= —~ = (y - 9
3 2 3
Tuego ap = 5 a de donde P =5 Y VIZ;9).
H eje de |la parabola es paralelio a  eje "y y esta
abre haci a abajo, luego:
Fz [3;9 -mg] = [s;ég] = 38,6 3 Gy=kep
= 9 + g
By = 72 + X
By ~ 75 = 0

| Eiemplo 4 |

Determina los puntos de interseccidén entre las curras:

2 y*-dy "8x +12 m O , Y =x "8

b2 yzndx ” x2+yz—3x'6-0

Resol uci 6n

a) Para obtener |0s puntaos de interseccidn resolvamos el

si stema formado por |as ecuaciunes de las dos curvas:
{ yi— ay —@x + 12 = 0 (1)
y =% -2 ()
Sustituyendo (2) en (1) se obtiene:

(x — - 4l - 5) — 8Bz + 12 = 0

que es equivalente a X2~ 22% *+ 57 = O
cuyas soluciones son: ® = 3 vy X = 19
Sustituyendo estos valores en (2) se obtiene:
parax1=S y Y= 3-5=-2

para x_= 19 Y= 3 - 19 = -16

por lo que la recta interseca a |a parabola en los pun-
tos (33-21 y {(19;:-14}.

2-—
b} Resol vanps € sistema {y = Ax €3

x?+ y'- 6x - & = 0 4)
Sustituyendo (3) en (4) se obtiene | a ecuacidns:
i 2% — & =0
cuyas sal uriones son:

% - 2i2¥4+24 1/ /7‘ de donde:
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® = e B Y wo= ~t .65
sustituyendo 1os valores de « en (3 se obiienco:
- sy
para ® = 2,65 L + V[;—* Jehly = + N 82
para x = —1,45 no hay solucion paes ‘,f'ﬁ o,

luegn la parabola y la civrcunferencia =e (o tan en Loy

puntos  (I,45;3,d2) y (3,65 -%,82) -

Ejercicins (epligrafe 2)

1.

Escribe la pocuwacidn de una parabola si se sabo goes
a) W13 » FAiZ3D b) V{0;3) s fr oy =95
c) F(3;Q) s, w3 =0 ) V{0;0)
e) F(-4;3 v frox =0

s P00

f) V431, eje: x — 4 = O vy pasa por el punta (3;-35)

Dadas las siguientes ecuaciones, investiga si represen-
tan una parabola y en caso positiveo, determins las  co-
vrdenadas de su vértice y focp y la ecaacion de la  di-

rectriz:

a) Vz“ 20 % = 0 ) x“+ 3y = 0

€) ¥~ B — 4y + 9 = 0O d} =T &x o+ 4y — 3 = 0
) 3x+ 1\ -~ Ay + 27 = 0 )y g 4 32 o= 0

) w2+ vie 4y = 0O hY x = S — 3y - B w0

Escribe | a ecuacidn de la paridbola que pasa par 21 ara
gen de cogrdenadas y es simébrica respescto  al eie de
ordenadas, =i las coordenadas del foco son F{0;--3),
Determina la ecuacién de 1a paridbola yzz qpl{e - 5}, sa—
biendo que pasa por el punto (5;4).

Calcrula la distancia del punto de abscisa 7 de la para-
bola y2= 20x al foco de la misma.

Halla la ecuaridn de la paridbola con vértice en la rec—
ta x + 2y + 5 = 0 y que pasa por los puntos (230 v
(-25--4)

El centra de la circunferencia x4+ yzﬂ 4 v 2y — O = O
25 el veértice de una parabola cuyo eje tiene como ecua-
Cidn y + 1 = 0. Si la paribola pasa por =1 punta H4;3)
a) halla su ecuacién,

B) halla 1a ecuacisén de la directriz.

En un es5pein cuya geccidn es una pardbola, todo rayo de
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10.

11.

1%

13,

luz que incida paralelo al ;
eje de esta se refleja pa—
sando por el foco. Hn rayo ////
de luz de pcuacidn vy = -2

cae sobre un  espelo  cuya

secoidn plana es la  para- ¢ *
bola vy = 24% {(fig. %.12).

Halla la ecunacidn de 1a - #;::;_
recta a la cual pertenece

el rayo reflejado. Fig. 5.12

Determina los puntos de interseccidn de la parabola vy
las rectas dadas.

a)p{z—:Sy;Qai—y_SﬁO

B) (v — 4)°= 4(¢ + 1) 3 Z%x —y +t & =0

£) %o+ &x — By + 25 = 0 53 ¥ -y + 3 =0

dy y = (x + 5% 3 N - by + 6 =0

e) xo+ 2 - 2y + 5 =0 3 -2y - 2 =0

£ (y + 0,25)%= 9% 5 y = 9% — 0,25

Hall a tos puntos de interseccién de las siguientes
Curvats.
a) v'= 4x , (x — D% VP= 25

b)Y vy by — 6x — 3 = 0 , x4+ v*~ Bx - by — 11 = O

) (x + 1= -8y , (x + 12+ y?= 2

It

@) k" 2w - Sy 426 = 0 , x'— 2x + S5y + & o]

) w'- 2x - Sy — 4 = 4§ xi- 2x + Sy - 24 = 0

Fseribe la ecaacidn de la circunferencia cuyo centro
coincide can € foco de la parabola yzz Bx y es tangen-
te a la directriz de 1a pariabola.

- Una parsibola contiene a los puntos de interseccicon de
la recta y.= x y la circunferencia x®+ y2- 10y = ¢ Y
ws simétrica respecto al ej e de ardenadas. Escribe 1a
ecuation de la parabola y de su directriz.

La cuerda de un puente colgante tiene la forma de wund
par-&bola (fig. 3.13). Halla |la al tura schre puente
de los postes que sostienen la cusrda Si, en la figurady

j0b| = 5,Q, |DA| = 0,27 y la longitud del puente &%
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de A0 u.

Fig. 5.13

14. Un punta se mueve de tal manera que la razdn de sus

distancias a la recta y — 4 = O y al punto (3:2) es |i.
Determ na | a ecuacidn de su | ugar geométrico.

1%. Un punta se mueve de tal forma que su distancia a la
rectay = x es igual a su distancia d. puntno (3,-1?.

Halla la ecuacidn de su | ugar geométrico.

ELYPSE
3 Ecuaci 6n cartesiana de la elipse

Pafinicidn 1

La elipse es d lugar geométrico de los puntaos
de un plano tales que |la suna de sus distancias
a dos puntos fijas del misma plano, 1lamados
focos, es uha constante mayar que |la distancia
entre las focos,

De |a propia definicidn de la el ipse surge la idea de
cémo tratarla mediante un movimiento continuo. Para ello
basta fijar dos alfileres en | 0s puntos que seran las +a-
tos, tomamos entonces un hilo
inextensible con una longi-—
tud mayor que |la distancia
entre los fornos y  anudamos
sus extremos en | as alfileres,
estirando 1 hilo cem | a pun—

ta de un lapiz ((fig-. 3.14) y

moviendo este obtenemos |a
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curva. bFste es el 1lamado método del jardinera.

La distancia entre los focos F‘1 Y Fz de una elipse eg
ia distancia focal y se denota 2c; ¢ representa entonces
ba semldistancia focal,

ta recta gue contiene a
s Ffocos interseca a la

al1pse 2n dos puntos Ah’ A

{(f1. %.1%) Ilamados veértices

principales; el segmento ﬁ1ﬁz

es el ejr mayor o principal vy

su longitod se denota 2a, Fig. 3-15
snlonces a representa la longitud del semdeje mayor. Es
F3cil ver gue |la recta AiAz s ej e de simetria de la mlip—
=

La mediatrie del eje mayor interseca a La elipse en dos
puntons By B2 (fig- 3.15) llamados vértices no principa-
les; e. segmento ﬁ;ﬁé es el eje menor y SU longitud se de-
nota, usualmente, por 2b, donde b 25 |a longitud del sed-
eje menor. ©s facil ver que la recta B}% esm otro eje de
simatria de Ya elipse.

Resulta, pues, que la elipse tiene das eies de simetria
que son perpendiculares, de esto se deduce que el punta de
interseccidn de ambos ejes es centrp de simetria de la
elipusp. Esto significa que la elipse, al igual. que la cir-
cunferencia, es una curva con centro.

Observa que, aunque l|la elipse tiene un centro, sus pun-

tos o equidistan de este, es decir., tiene cierta excen-

tricadad que puede ser medida par | a razén % < . . En
efectn si ¢ = Q0 amhos Cocos coinciden caon el centro y 1la
plipse se convierte en una circunferencia [g = 0] y no
tiene excentricidad. A medida que g crece |la . elipse e

aparta mas de |a circunferencia (se aplasta mas) y se hace
- - C . .
mas excéntrica. Al namero ¢ = 5 Se le 1lama excentricidad

de la elipse.
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Resulta FAcil comprobar (Fig.  5014), considermeio os
vertsoes privicinaies, e 12
constonte mencionanias en I~
detinicidon de la s2lipse 26

A,

Ta lungiftud del  oie  mayis
(Zal), g decir ., awe faondo
punto P ode 1a =11y EREA
Fig. 3.1& face: |P’#"i| v |PE | = Za.
Las longitudes a, b, v ¢ estan relaczonadas enlre =i
2 z z
por s a = b+ o {1)
comp se comprueba ensegaida constderandn B como puanlo e
4
la elipse (Fig. J.14):
BE| 4 |BF| - 2a
1 4 12
pero l F l = |E-F | BB on mediabtrie dws bR
11 1z 4oz 9
Y jB F l = a
1 4

y comp el triingulo BIDF1 s rectanagulo 2o [, vesoslias (1),

Tearema 1

La elipse de centro en el origen de courdenadas
v semiejes a y b con eie mayor

a solnes @l

SR =N
tiene por ecuacidn
z z
B A
Vaz B2
Demostracidn
Sea Fix;y) un  punta cual-- y
gquiera de La elipse (fig. I.17). Py
Comn el centro es el origen oe ~ 2, }?Kﬁ
_ N
coordenadas, lns fooos son 1o - R 'é) -
F‘1 n 7 4
puntos F;{fc;O) y F?(C;O}. =
De la definicién de elipse T
tenemos:
lﬁE11 + 5?;‘ = 2a , de donde Flg. 3.17
¥o(x o+ ey yz + f/(u )1+ y2 = da

135



/ x + )% y2 = 2a — ‘/(x - o) % yz

elevandn al cuadrado ambos miembros se tiens:

~

a4a5°- 43'/ (x — cx’+ y2 + (x - o)’ yz

L4

(x + )% y?'

2 2 2 z z z
w24 Zex 4 cF o= 4a’- 4avf(x - C) oy o+ o 2cx + C
4a d/(x e y2 = 4a® - Acx
2 r
a/(x“l‘ +y’ = a® - ex
2 2 z z
a [(x — er®e y?] = a* — 2a’cx + %
z 2 2 2z 2 2 - 7 z 2
N~ Zacx + ac+ a yz = a*- 2acx + %x
¥ 2 2_-_ 2.2 2 2 2
(a®~ % x°+ a y = ala= ) , paro b%= a’- «© , luego
2 A 2, 2
h%x’+ azyz: azb2 , por tanta dividiendo por- a b
obtenesmos:
<2 z
—— ._l’_z_ = 1 (1)
A b
Reciprocamente, =i un punta Pitxi;yi) satisface la
SCUaclon (1;, (237 gecir, cumples
X1 Yy > >
— ey = mul ti plicando por a™h se tiene:
a b
z 2 2 2 d . :
b5+ Aty = a’b?,sustituyendo b’= a’- ¢ se tiene
2 2 2 2
(a"— <) = + azyf = a’ta’- cz) , restando Za €x en ambos
miembros, efectuando las operaciones y agrupando conveniern
2 2 2 z
temente se llega a a” [(x1 - c) o+ yul = {a - Ex1)
2 z 2
a V!(x -t Yyl o= |a” - oex
1 1 1

pera a- ¥ ex luego a’— ox >0 , por tanto,

r
a v (x — u)z+ y% = az R = 4
multiplicando por 4 esta ecuacidn y sumando en ambos miem-—

2 7 .
bros = *+ ¢ se phtienes

2 2 2 z 2 2z
Aa 1’,(\‘. e i yvoo+ w7 48" — 4C:‘(1+ }{14‘ C
£ 1

que puede expreaarae en la forma:

2 - z z 2 z 2
®oF 2ex 4+ o = A70 — 4a#{(x e Y, + x- 2ow b O
1 1 1

factorizando y sumando yi Se Dbt1ene.
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2 2 2 z 2z z 2
- 4 1 —_ — e -+ — s
(x£+ (] Y, 4a 4af/(xi o) Y, (x1 c} Y,
pero el miembro derecho es un trinomio coeadrado perfecto,

luego:

z z / z z Y
* + = — -
(x1 c} Y, [2a (x1 cy o Y, ]

sxtrayendo rairz cuadrada se tiene:

"

V’(x + 1%+ yz = 2a — f/(x -
1 1 1
a la que es equivalente:
/ 2 Y 2 z
+ -+ - -+ =
(xi+ c) Y, f/(xi ) Y, 2a

luego el punto P1 satisface | a condicidn geométrica y par

P 2
Yo y1

tanto pertenece a |la elipse. -

La ecuagion (I) es la ecuacidén de | a elipse referida a
su centro y ejes jon los ej es coordenados y recibe el. nom-
bre de ecuacidén candnlca de |la elipse. En |0 sucesivo su—
pondremas sienmpre que los e’es son paralelas a los eijies de

coordenadas.

| Ejempla 1 |
Escribe la ecuacién de | a elipse que tiene centro en el

origen de coordenadas, eje mayor paralelo al eje "x" vy

cumpl et
a) a=3: h =2 b)) 2a » 8 ; ¢c = 3
Resolucidn
a) Sustituyendo a y b en la ecuacién candnica se tiene-
z F 4
® XYoo=
A 1

que es | a ecuacidn de |l a elipse pedida.

b) Para escribir |a ecuacidn de Ia elipse se deben conocer

1y b. Dela relacisn a®= b*+ c* se tiene:

bi= af- Z = 16 - 9 = 7
por | o que | a ecuacidn pedi da es:
W2 v
et 7T m
Si la elipse tuviera su eje mayor sobre el eje "y" 1la
Buacian guedaria:z 2 2
=+ Lo=1  aD
L¥ a

Una el i pse pueda tener su centro en cualquier punto del

Plano. S5i @ ecentro es el punto O¢h3k}) y sus ejes son  pa-
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ralelos a los ejes de coordenadas entonces las  enuaciones

(I} y (II)} e expresarian:

2 . 2 2 - . z
(x - ho + (y - k3 w i v £§_~ hD + Cy k2
z 2 2 2
a | 4] b a

=

respectivamente, las cuales se obtienen por traslacidn.

[ Ejempia & }

Ezscribe |a ecuacidén de | a elipse que tiene centro Oy cum-—

ples
Ay WEHh-4), a =%, b= 3 by OC~2;03, 2b = 10, F _(Z0)

Hesolucldn
al Como no se conoce | a posicion de los ejes tendremos dos

salucriones:

far=stancia  entre O vy FZ)

-7 oy e w0 -m® oy e
25 g 7 S
(fig. 3.18)
v
.1__
B - g v
I
i
I
[
I
~4 ..___._f_o___
_9-— —
Fig. .18
) Segun |l a pnsicidn de 0 Y
y F tenemos que d eje _ emnl B
— ‘—-w,_‘_‘r
mayor de |la elipse es pa- : i
ralelo al eje "x" (ambos |
.tienen la misma v}
(Fig. .19 y ¢ = 4 | 19 F -
-2 z
|
|

dexemps determinar el va-—

I e az . | ///

a’= b+ = 25 + 16 = 41 S -
. Fig. .19
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Tuegn la ecuacion pedida os: Sl =

Representa en un sislema de coordenadas 1a olipse:
s y* z z
B 1 ¥ o9xT+ A6y 18x% ~ Bdy -~ 7Ti o=
ar s e by 9x By b5 ¥ i 4]

Resolue i én

a) Segdin la ecusclidn de ja siipse teRERDS]

» Bu centro es Q0,0

« Su ede mavor caincide con el ege w.

- oa =8y b= 4,

Peterminemos 1as coordenadas de los véartices.

Como el eije mayor estd sobre wl ele "z2", la ordgenada de

. W ﬁz es fero y comd a = 0 y el centro eati an el origen
pstan a 5 wnidades de este, es deciv, uno trene sboariss 5
vy el otro —5,; luego: ﬁlﬁmﬁ;O) . ﬁziﬁ;ﬁ)_

Fara l1os wértioces Hj y Bz pheervamos e el e Wit it
esta pn el sje "y", 1las abaocisas de Bl Y BZ son cero,  Deean
b = 4, estin a2 4 unidades del oarigen, es decir, une  tienes
ordenzda 4 v el otvro —4,luegon: 91(0;4) 5 HZ(O;—Q;_

Representando estos puntos vy &1 centra en o - sistemns

de coordenadas trarzamos la slipse (fig. 3.20).

Y
s
o - .
% 3 TR
\\HM
4
Fig. 3.20

b) En este caso no tenemos explicitamente las coordenadas
del centro y los semiejes, por tanto, debemns expresar
la ecuacidn en |la farma conocida.

Iu*+ 16y°+ 18x - b4y — 71 = O
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Fle 2u 4 1)+ 16y 4y + 4) = 71 + 9 + &4
90 + D+ 15ty — 2= 144
G+ 1y -

i6 5 =t
luego segin la ecuacidn tenemos gue: G132, a = 4,
b = 3 vy su eje mayor es paralelno al eje x.
Fara representar esta elipse procedemos como en e Ln-

cisn antericor a partir del centra de la elipse. Observa
que esto equivale a medir, a partir del centro, ias lan
gitudes de los semieles en direcciones paralelas a
1ns ejes coordenados (fig. 3.21). De esta figura se

obtienen facilmente las coordenadas de los vértices.

/
Al—1t ~ 4;2) = (~5;2)
Az: (—1 + 4;2) = (Z32)

91: (—1;2 + 3) = (~1;5)

B - % _
~ Bz: =132 — 3y = (—-1;-1)
Fig. 3.21
[ EsempTe 7]
B " L {2;1)
Determina la ecuacion de la o '
X
elipse representada en la figu-
ra 3.22.
Resolucidn (o Fo(2,-9)
NecesiTamo-, hallar las cooar-— " Fig. 3.22
denada= del centro y los valores de a y b.
Del grafico pbtenemos que 2c = 10 (distancia focal?,
luego, = = 5. Para determinar las coordenadas del centro
podemos hacerl o hallandn el punto media del segmentn g §

IE:
0 simplemente, coma |a ahscisa es |a misma que la de 1los
tocos (h = 23, determinamos la k (y) contando ¢ unidades

(3) hacia abalio a partir. de F1 o hacia arriba a partir de
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Fz y obtenemos k = —4, luego, Q(2;-4).

Ahara podemos determnar a, calculando la distarnria en-

tre 0Oy A, teniendo que: a = Iﬂ_ﬁil = |2 - (-] =&
Para determinar b utilizanps: a’= b + c e donde
6 = h? 4 25
b® = 11
Coma el eje mayor es paralelo al eie y, |a ecuacidn es:
(x—2)2+(y+f¢_f_=1

11 36 L]
También se puede investigar Si una curva rualguiera vy

una elipse se intersecan 0 no.

[ Esemplo 5 |

4 2

Halla los puntos de interseccidn de la ellpse %ﬁ + g“ = ]
y las curvas:
a) 3x -~ By + 15 = O b x4+ y'w 16 ) Y= 8x

Resolucion

Fara determinar los puntos de intersecoidn formemos un

sistema con |la ecuaciédn de la elipse vy la recta.
W7 yz
S + 5 = 1 (11
al

I — Sy + 15 =0 (2)

Despeiando una variable en (2) me tiene:

y:§>¢+3 {3

=

sustituyendo en (1) obtenemos:

z A ?

" [‘!‘; w + 3]

_ + = 1

25 9

2 a z

S 25 [; u o+ 3] = 225

de donde se abtiene | a ecuacidn = :».'._2+ 9= 4,
la cual tiene solucidn: x = O ;: x = —5,

luego sustituyendo en (3} =& tiane:
ara x = O 3 = 3

p 1 3 Y,
pPata )423-" -5 H Y= -3 + 3 = 0

por lo que la recta interseca a la elipse en los puntos

F"i(();-’j"») ¥ PZ(-—S;O), decimos gue la r2ota o5 secante
a la elipse.
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[

La

v o= 164 )

Dewpo jando ' en {2}, sustituyendo en (1) y  eliminando
denom: nadores se obhiene: {146 -~ yz) + 25y2 = 225
Lo enal ey sguivalente acz 16y2= a1,
cuvas suluciones son Yy = 7 y y_ = - 7

1 4 2 4
sust tuvendo estos valores en (2) se tiene:s

o Svw 9
oo T e e = S ] T o =
S SE R i ¥ 3,313 para yz F o7 ¥,

buwegon dos puntos de interseccion son:

s 3,352,779, (3,31;-2,2%), (-3,313-2,25)

i [ S 1 (1)
1 y2 = [ (2}

vusia tuvendo (2) en (1) vy eliminando  denominadores se
9xf+ 2H(Ex) = 225,

que es equilvalente a: 9x*y 200x — 225 = 0O

obtiene §a ecuacidons

Aplicando la formula de resolucidon de la ecuacisn  de
segundo grado, se obtienen las soluciones:
X = i,07 Y ®,= —23,3
Sustituvendo en (2) se tiene:
para x = 1,07 y:ﬁ 8¢(1,07) = B,56
¥, + 2,93

para x = =233 no hay soluwidn pues yz > O,
lumgn,'ing puntos de interseccidén son:

(1,07;2,93) vy (1,07;-2,93) =
jempia &)

Ti~ irma ti @re una trayectoria € iptica al rededor del Sol

qurer se encuenira en mmo de sus focos. Sablendo que el se-

mie e mayor de eza eiipﬁe ml de 1,485'10n km ¥ que la ox-

contricldad es *1 halla las distancias mixima ¥ minima al

Laall

it

-

Hesolos idan

17;: mayiw distancia de la Tierra al Sol.

A?Fq: merriar distancia de la Tierra d. Sol.
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AF=a+c 3 AF=a—-c
1 2 z 2

($19. 3.23).

Debemos calcular o A
C 1
e = 3 luega,
£ = mea = mm.uihmm.HOmu 2,395 10°
entonces

Fig. 3.23

AF = 1,a85+10" + 2,395-10° = 148,5-10° + 2,395-10°
= 1,509+ 107
AF = 1,485-10% —2,395.10° = 148,5-10% — 2,395.10°
= 1,461-10"
Respuesta: La mayor y menor distancia de la Tierra al %ol
son respectivamente u.UOQ.Hcm W _‘k?uuaca; -
Ejercicios (epligrafte 3}
1. Halla la ecuacidn &m la elipse co: eje mayor paralelo
al eje x, sabiendo gue:
a) a =5, b = 2 vy 0331}
b) Za = 10, 2c = 8 y D(-1;0
c) Zb = 24, 2 = 10 y 0050}

i

d) 2c = 3, e = m y O(—432)
) Za = 20, B = & y 0(2;2)
¥ ~
1 -
f) e = 5 Y A(3E:2)
g) © = t\wa e = WMW v (0 1)

) Z2a = 10, © = 7 v 0(Z;-5)
2. Halla la ecuacion de la elipse con eje mayor paralelo
al eje y, sabiendo que:
a) a =7 , b =2 y 0Q(O:0)
b)Y Pa = 10 , 2 = 8 y 02:3

£} ¢ = 12 , @ = wm y 0(S;0)
d) Za = 18 , e = W y O(-AH5-3)
8) Zb = 16 , & = m y DCO;-4)

f} b = (\M ., B = W y o D=-1:2)
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g c = 1,5 , & = y o O00(030)

) i

hY a=3 ,b=2 ,c=4y D(-332)
Escribe la ecuacidn de |la elipse que cumple:

D F (=300, F (3;00 y a =4
by O0(5;3), B (5300 y A (-1533)

c) Bi(b;B), Bz(bg~2) Y A;(O;S)
1

d)y ad4a;8), 82(4;4) y e=x35

[ 2N ]

e A (51, ﬁz(5;43) y @ =

£) A 4;2), F (=632) y 00-2;2)

Determi na centra, =memiejes, vértivres, focos y excentri-
cidad de las siguientes emlipses:

a) x°+ 4y21 25

by Ax’+ Fy3+ Bx — 18y - 23 = O

ey xta 4ya+ 4% — 36 = 0O

d) 10x’r 20y"+ 4Ox - 20y — 105 = O

&) Sx“+ y'+ 2y - 11 = O

) 18x%+ 8y°+ 72x + 16y - 64 = 0O

9) x4+ ay® — 24y + 48 = O

W 2% + 3vF - 1ex + by + 29 = ©

1) 2%%— My + BY° + 7 = 0

Representa ®n Un sistema de coprdenadas las siguientes
el ipses:

a) T 16y° = 144

b) 1&x"+ By°— 32% + 18y + 72 = O
— 2 Z
) B+ AyT+ 1w - By — 32 = O
2 2
d) 1&x™+ 4y™+ 3F2% — 48 = 0
2 2
e} x + Ay + 10w - Hy + 37 = 0
£y oy v — By + 7 =0

g} BxT4 GyE- 30w o+ 10y + 5= U
Dados los graficos de las siguientes elipses, obtén =Y

ecuacidn (fig. 3.24).
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10,

1™

\\\ ﬁ‘_%"__/
X
c)
LA I
I
5t -
0 %
Fig. 3.24
< 2
Halla en I a elipse 55 * %n,: 1 1os puntos e esta que

cumplens:

a) las abscisas son: -33 13 2

b)) las ordenadas son:. 25 13 —1 .

Determina cuiles de los puntos ﬁi(AZ;E), EZ(Z;—2),
CB(Z;—4), C4(~1;3), CS(HG;—3), CG(E;—I) estan  en lLa
elipse 8x"+ Sy° = 77 .

Halla la ecuacidn de la circunferencia gue tiene centro
en el foco F, de la elipse 9x*+ 2hy"— 100y — 125 = 0y

de radio r = % .

Calcula € Area de2 cuadrilatero que tiene dos veérti-
ces en los focos de | a elipse bix*+ atyt= a’b” y los
otras duos coi nciden con las extremos del ejie menor.
.Encuentra | a ecuaci 6n y excentricidad de una slipse sa-
biendo que uno de sus veértices es el punto (0;-7), que

su centro esta en el origem y que pasa por el punto

(/5529 -

3.
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¥
J7

17.

id.

« Halla la pooacidn de una slipse con centro (1;3), uno
de Fas fucos en (632 Y gue pasa por el punto (4;48) .
Beiermina La ecuacidn de ana elipse con centro en  ei
pustte i—3572) y tangente a los eies coordenados.
Beterminag 1on puntos de interseccidn de 1a d ipse y la
rewn’ 3 dadas:

G+ ®

a0

5 + I Y o= X
Dy 4w oSy e =36 ;3 v — Zy — & = O
2 Fa
e v .
) T'E.I e 1‘“.?{: = 1 ] YoOR X + 7
@) A 1aly - 3T = pa } x — 5
2z 2
3 (5 — 4} Y .
B} = b e = 1 5 3w - 4y = 0
r fx — 2 2 s
3 g oy — 2T =1 3 % - 2y + 84 =0

13} Léne Ebyz =976 3 ¥ = —-x -5
BY 16k - M 3aGy — 2} = 576 3 x — 2y ~ 10 = O

L T BhyT- 10y ¢ PB6 = 0 ;3 oy = 2 oxa 7

3
<

JPara e valores de n la recta Y = no-on oos tangente,
setante o exterior a la elipse Gx- 4+ 20y2= 1007

U punto se mueve de tal manera que su distancia al

punto (3 1) es siempre igual a Ia mitad de su  distan~-

Cin &l eje y. Halla la ecuacién de su lugar geométrico.

b mateélite artificial de la Tierra estd a una distan—

cia minima de la superficie terrestre de 1,87'10z km y

UkE max Lma fje 1,39'103 km . Si el radio de la Tierra

= QWEW*lﬂa km, scuil es la excentfitidad de la d&rbi-
Ea

Halla los puntos de interseccion entre las  curvas

tandas.

£ Exz% yzu 21 yzﬁ 2w+ 5

by 7+ SyTe 12, Sxie yi= 46

cr mxte ay'= 20, ax®+ 5y*= 2o

A oatx - D% gy®= ag , yE= &
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HIPERBOL A
4. Eruacidn cartesiana de fa hipérbola

1 1

Defind

La hipgrbolae es el fugar geaonétrico de 1os puntos
de un gplanag tales que el mdédulo de la diferencia e
sus distancias a dos puntos fijos dsel miemo plano,
I1amados f0Cos, 25 una constante menor gue 1a diz- l

tancia entre logs focos.

La figura T.20 representa

una hipérbola. F1 W F? SN

los foens, la distancia en— A
]

ellas e la distancia focal Fy ©

y se dencota por 2c, © repre— ////

senta la semidistancia fo- -

e

cal. La recta gue contiene z Fig. 2.25

los focos interseca a la curva en los puntos Ai Yy A? e

son los vértices de la hiperbola. Al segmento é;ﬁ? Lo Lha—
mamos €je principal y su longitud s denolta 2a, a repre-
senta el semieje principal.

Al igual que en la e ipse, 2l cociente e = e 1) ama

<
a
excentricidad de la hipérbola, ¥y de la propia definicion

"

Ze tiene gQue Ic Pa, BPnhtonces, © Foa o Fante oo — i
’ b

La mediatriz del segmento Alﬁz s eje de simetria di Ia

hip&rbola (fig. 2.26), pero no la corta, es el =20 no prin-
cipal. For analonia con la
plipse detsrminamns 10w
puntos Bi W B2 tales gue:
(68 | = (6B, = /e a*

v oa 2ota longitud Ia deno-

tamos por by 1e 1lamamos

lopgitud del semieje no

Fig. 5.2 pri ncipal.

z 2 z
En general se cumple gusr b= ¢ - a
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fiersudta facil compobar, corstderando Livs wveirtioces, gque
ia constante menctonada en la definicidén 1 es la Longi tud
del eje principal (Zad, 25 decir, gue todo punto de la hi-
parinal g saticfaces
|PE | - |PF,|| = 2a

Tenrema 1

La hipérboia ge cepntro en el origen de coorde-
nodas v serieles 3 y b con ede principal en el
eim %, CLENE @I eCuacion

Z z

_"_; - ..l"g = 1
2" b *

Demoat o i dn
i la Figera 5027 teremos gque Py es un punto cual-

guiera de ta hipérbnle. Dome el centro es el origen de co—

ordenadas los focos son los

puntos E (t30) v F_(e30).
"
De 1a definician de hipér—
-H“ hola tenemos:
ar | - |Pe,]
e - (7F | - |PF || = 2a
- o (condicidn geomdtrical,

RN de donde:

PR s vf_ww“Mﬁmt p
¥ofw ot o3 oyt - w — )7y = Za

2 z .,

2 2 2 z 2
(e % o} e oy o= da + {x —Cc) + vy
£, - 2 = A Y z z
v pew o+ £F = AT Aa o (n - o)yt o - 2ox toC

4% da’ = & WGVf(x S

o i £ T % }:‘
o o o= L oad {w ch oy
P 2 % z{ oz z
cwT - a4k g oA i{n — y‘}
2
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hou— azyzf azhz EoTque r_?— 0.2: bz
2

XY= 1 <D

az bz

FReciprocasente, se puede demostrar gue s Pihn;yil =)=
un punto cualguiera que satisfare |a ecuacidon (1), enton-
res también PlhnFyil satisface la condicidn goeométrica
por tantun este punto estid sobre |la hipérbola, luego | a
ecuacidn (I} es la scuacidn de la hipérbola. -
La ecuacidon (I} es la ecuacidan de la hipérhala referida

a su centro y ejes,y recibe €. nombre de erwuacidén candnica
de | a hipérbola.

[ Ejempio 1 ]

Escribe | a ecuacidédn de la hipérbola que tiene centro en el
origen de coordenadas. eje principal sobre el eje "x" ¥
cumples a a=3,b =232 b) 2a = 6
Resol ucisn

, =5

a) Sustituyendn a Yy b en |la ecuacidn candnica se tiene:
W2 z

g 4
que es |l a ecuacisn de la hipé&rbola pedida.

Is) Para escribir- la gcuacivn de | a hipérbala se deben cono-

cer a y b, luego, como conocenos a y © tepemos:
2 z
b = o - a

bz_ cz— azﬁ 2o - 9 = 16

por o que |la ecuacién pedi da es:
2
S la hipérbola tuvisra su eje principal sobre € eje

Z
X

y", la ecuacién guedarfa:
2 .
Y- -1 ap
A by

El eentro de | a hipérbola pusde estar en cual quisr pun-
to Dih;k), si sus ejes son paralelos a los ejes  coordena—
dos, entonces las eruaciones (1) y (II) se expresan:

2

(x ~ W% y ~ 10 y - % - w*

2 2 z z
a b a b

=u 1
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respecti vanmente, |as cuales se obtienen por traslacidn.
Observa que € cuadrado del eje principal de |a hipér-
bola siempre se encuentra en € denominador de | a variable
precedida del signo positivo (es € danico para el que so
obti ene interseccién), es decir, que el eje principal es

paralelo al eje correspondiente a esa variable.

| Ejemplo 2 ]

Escribe |la ecuacién de | a hipérbola que tiene centro O vy
cumpl e:

a O(3;-4), am 4 b =3 b OC(631), 2b = 10, F,C0;1)

Resolucisn
a) Como no se conoce | a posicién de | os ej es tendremos dos

soluciones:;
(y + ) (x - 3"

z F 4
(x - 3) {y + 4)°
ic — -~ 9 =1 0 e~ % =1

b) Segdn | a posicién de O y Fz tenemos que el eje princi-
pal de |l e thipérbola es paralela al eje x (ambos puntas
tienen La msma ¥y} y C = & (distancia entra n vy F}
(fig. 3-28), debemos deter-

minar el valor de a:

2 2z z L S
c= a+ b B

al= ¥~ p%= 3% - 25 = 11

[y
>

|l uego la ecuaridén pedida es: Fig- 3.286
(x ~ &%  (y - 1?

— = ]

i1 25 n
Observa que |la hipérbo-

la no es una curva cerrada
y limitada tomo |la elipse,

para trazarla es necesaria

tener idea del transcurso

de |l a curva a grandes dis-

tancias del centro. Se pue-

de comprobar que para valo-

res muy grandes de |x|.

(fig.3.27) |la curva se aproxima Fig. 3-79

130




a las rectas que contienen las diagonales del rectangulo
de lados paralelos a 1os eies coordenadas, centro en el
origen de coordenadas y longitud de | as | ados 2a y Zb.
Estas rectas tienen etruaciones y = & T X v e LIaman
asintotas de la hipérbola. Si =1 eje principal es paralelo
al eje "y" las esruaciones son de la formay = & }:aar X .
[Eiempia S ]
Representa en un sistema de coordenadas las siguientes hi -

pérbola~y escribe las ecuaciones de sus asintotas.

a)g_;%___gfml b)(",.:ra)zfc";a’z,;
Resolucidn
a) v 1
16 o
Construyamos € rectangulo de lados Zay 2b, como la
vari abl e x estA precedida del signo positivo, d eje

principal ez paralelo a eje =, ademis, a’= 16 y b= Ty
por la quea =4y b =73, luego a partir del centra de
la hipérbola (0500 (fig. 3.30) situamos 4 unidades a |la
izquierda y 4 a |la derecha obteniendo los vertices A vy
A2 a partir de Estn-s% situamos b uni dades (3) hacia arvi

ba y hacia abajo cbteniendo asi e rectiangulo deseado.

Fig., 3.30
Trazando las asintotas, obtenemos un grafico aproximado

de la curva pedida.
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Fara hallar Las ecuaciones de Las asintotas tenemps que

mo= b E VoUoHnG pasa por el (O30 las ecuaciones sarloan:
- -— n nr s 2 ):
W PR A 4 "
by vy o7 -
i 4 o

n ests cann, ol centro de la hipérbeola es el punto
®

*) v el emie principal es paralelo al eje "y" (variable

positival Leead A= 4 v (PR e 1o que a = 2 y b= Sy
Constrayamos 2} rectanguin correspondiente tomande el

eie principal (2a) paraleleo al eje y, v b paralelo al eie

o,

Y {(Frg. Z.31), tracemps ias aslntotas y por' ende la cur’

v pedicla,

Fig. .31

Para hRallar- las sruaciones de las asintotas tenemos gue

'} entonces:

2
mo= L=y pasan por el punto {

£ ,
A 3y — 4
D — A = By — 6 ¥ —2% + &6 = 3y —b6
wo— Ty o= 0 W 2o+ Dy - 12 = 9 =
Besde secundaria basica conoces la funcidn vy o= ; y 1e
Llamas hipérhola a su grafica, quizas te sorprenda gue

ahora demos ese nombre a ana curva obtenida de otra forma.

Ge puede dempstrar fauangue agui no 1o haremos) que la
, [T i i .
grAfica de oy o= 5 e en tealidad una hipérbola, Ta dife-

rencia entre las ecuaciones es que se utiliza un sistema

de referencia diferento,

En efecto (fig.32.32 al, la grafica de y = ; eo una hi-




pérbola pera sus asintotas son los ejes de coordenadas vy.
por tanto, perpendiculares- Si observas la hipérbola
x*- yz= 1 (fig. 3.32 b)), puedes apreciar que ®s |la misma
anterior paro rotada: ahora | as asintotas son las bisec—

trices de los cuadrantes, que también son perpendicul ares.

(a) (h?
Fig. 3.32
Las hipérbolas cuyas asintotas san perpendiculares se
llaman eguilateras, parque en este caso {(como puedes com-

probar en el ejemplo anterior) a = b.
| Eiemplo 4 }

Hallo> los puntas de interseccidn de | a hipérhola

2 yz
48 o "1 )
con las curvas: a3 Sx ~ 4y - 16 = O b)Y y "= x + 10 » O

Resplucidn
Formemos | os cisternas can | as ecuaciones de | a hipérbo—

1a y de la curva para determinar los puntos de intersec-

cidn.
% yz
- = 1 (1}
a) 16 9
S — 4y — 16 = O (2)

Despej ando en (2} una variable obtenemos:
yzgx_4 (3)
sustituyendo (3} en {1) se tiene:
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1))

Fui— 16[% K 4] = 144

de donde se obtiene | a ecuacidn:
(x - %= 0

de solucidn Xx = 5

9

g

por tanta la recta interseca a | a hipérbola en el punto

sustituyendo x = 5 en {3) obtenemos: y =

T - —_ - (1)
o 9
y - x + 10 = 0O 2
Despejemos una variable en (2= y2: x — 10 (2

sustituyendo (3) en (1) aobtensmos:
2

Xxox = 10 1
14 9
9x*~ 16{x — 10) = 144 de donde se obtiene |a ecuacién:
9%~ 1ax + 16 = O
cuyo discrimnante D = b°- 4ac = 25& - 576 = —320 < O

por lo que la hipérbola y |a parabala no tienen puntos
conmunes. u

Ejercicios t(epigrafe 41

1

Halla la ecuacién de |a hipérbola con eje principal pa-
ralela a eje x, sabiendo que:

a)a=S, b=2 vy 0{i;®

b) 2 = &6, Zc = 10 y O{(-2;M

c) Z2b = 10, 2c = 24 y Q{0;
d} 2c = 12, e = % y O0{—-13;-2)
e) Z2a = 6, e = %% y D-5;3)

f) Zb =8, B = % y O000;-0)

g) Zb = 10, e = %, y 0¢0;0

h) 2a = f[g“, e = !g y O(-4;1)

Hall a | a ecuacién de | a hipérbola can eje principal pa—

154



ralela al elde sabhisndo qgue:

Y
a)y a =%, b =4 y 0O{0;0)

b} Za = 8, 2 = 10 vy O01:3)

c) 2o :.12, /o= % y o O{E50)

() Za = la, B = % y 0(-13-3)

e) Zh = 20, ¢ = 10¥2 vy 0OC-a;8)

2b = 24, B = g y 003-7)

g) 2b = 17, 2a = 146 , @ :_§ v  O(-2,3}
h? P_‘b:/?.e:'z y DS 1)

Fseribe la ecuacidn de una hipéerbola sabienda gue:
a) 00301, F (5300, a = 2

b} 0050}, A (033} F (0;5)

() F;(4;~2), F2(4;-B),Za = 4

d)ﬁi(—b;E),ﬁz(l;S), F1(~8;3)

e) A (13-2), F (93-2), 03;-2)

£IF (-3300, F (3500, b =2’

gy F (2500, A (2;2), 0@2;-1)

R} 002500, A(-551), Zb = 5

Determina centro, semisig, vértices, fooos y excentrigi-
dad de las siguientes hipérbolas.

a) x°- 9y2= 25

b) ay"— 9x°= 36

) 4x®— 9y*+ 32x + 36y - B8 = O

di 25x"~ 4y®+ 150x + 325 = O

@) 4% - y¥ + 2y — s =0

£ N vzv x» + 4y = O

i
]

g} x° - 2y°— Xy + x - 2y
h) 16x°— 20y°— 20y - 75
i) w0 AyF— 2% + 1 = 0

i) 3%~ ¥¥+ 30x + 78 = O

il
=

Representa en un sistema de coordenadas | as siguientes
hi pérbol as:

a) x°— y'= 16 by Ax®— 9y*~ 2ax - 36y - 36 = 0
£y x°— 4y*+ 16y = 0 d) 4’ 20y°- @x - BOy - 79 = O
Los siguientes gr 4fi cos representan hipérbolas. Escribe

| a ecuaci 6n correspondiente en cada caso {fig. 3.33).
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)
S B - A
a - B
F,(0;-5) 0
{aj (h}
Fig. 3.35 .
7. En la hipérbola cuya ecuacién es —%E - ; -1 hal | a

| os puntos que cumplen:
a) Su abscisa es: -5; 8; 4.
b)Y Su ordenada es: 3; -4; 7.
8. Determina ruiles de las siguientes puntos estan en la
hipérbola cuya ecuacidn es 3x°— y°= 12:
a) P (456) h) P2(~1;1f-:§‘) ) Pa(uz;ﬁ) d) P‘(ﬁ;ﬁ')

‘?*. Escribe la ecuarién de una hipérbola de centro en d
origen y focos sobre el eje x si Se sabe que pasa  por
el punto N[-5; —1%] y su distancie fopcal es igual a 10
unidades. '

10. Los forns de una hipérbola coinciden con | as focos de
la elipse ?xZ+ 25y2- 225 = 0. Escribe la ecuacidén de
| a hipérbola si1 su excentricidad es igual a 2

11%. Halla | a ecuacion de la hipeérbola de centro en el
origen, eje principal sobre el de ordenadas y gue pa-
sa por los puntas (434) y (1;-3).

12. Las foros de una hipérbola son | o puntos (432 Y
(4;-8) y |la longitud de su €eje principal es 4. Halla
la ecuaci 6n de | a hipérbola, l|las ecuacienes de sus
asintotas y |a excentricidad.

13. Demuestra que la distancia de un foco de | a hipérbola
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14.

15.

16.

17.

18

19,

20.

21,

z z z 2 £, 2 . )
"% - a"v'= ah” a una asintota es igual a b.

El punto P(10;—¥s) pertensce a la hipérbola xz~4y?* iy

Halla las ecuaciones de las rectas que pasan poe 7 oy

los focos de |a hiperbola.

TS A
Taa T o
ha trazado una perperviicular a la racka gue  contaene

Por el foco izquierda de |a hip&rioia e

tos vértices. Determina la distancia de los ftoocos a3
lps puntos de intersscoicn de esta perpendicalae con
1a hipérbola.

Halla los puntos de interseccicon de la higdrbola v ia

curva gque se dan a continoacion.

50 __)5_2, — yz = 1 H 4w — Ty 1é o]
P 16 3
b)Y ax’- 9y'= 36 3 Pw vy 1 = O
£) - ay®= 37 : 3k o+ By - 1h - O
) wP ay®— Lx - 24y — 47 =0 5 ow o — Gy — 17 =0
ey 2x® sy'= 52 3 3o = wo
£) At IyT= -1 5 SwmH oyt 7
q) 257+ y2= 33 ; ow- yzr I

h) 32 4yz— G + 5 = 0O 2 5 AR ST S B

Determina bajo gued condiciones 1as asintobas e 1o ba
z z z 2 & o2 .

pérbola b x - ay'= a'b” mon perpendicalares cobtre sl

Demuestra que el producto de Jas distancias de  ooal-—

quier punto de la hipérbola bzxz" azyzr a

=3 SR

dos asintotas es una cantidad constante e dgual  a

x
a b
&= ixZ
A+ h
Un punto se miueve en el planc de tal manera  guoe s
. . 1 _
distancia a la recta v + 4 = 0 o o de sy destancias al

punto (3;2). Halla 1la eruacion de cw lugar geomdbrico,
ta base de un triangulo me ge Tongibod Fijza steodn sos
extremos los puntos (330} y (503, Malle Ja sooaciorn
del lugar geomélrico determinado por el wvértioo opaen-
to s1 el producto de las pendientes do fos Dadom war g
bles es siempre igual a 4.

Dos de los vértices de un  trismndgudoe s Tas poabos
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E'S
=
W -

A(Z2:0D)Y y B(H3;0). Halla | a ecuacidn del lugar geométri-
co detrminado por el tercer wértice (C) S 'se mueve de
tal manera gue la diferencia entre las longitudes AC y
Bl es siempre igual a la mitad de la longitud del lado
ab.

Se han situado tres puntos de escuche, A, B y L&, de
moda que A esta situado a 700 m al norte de By, vy © a
15003 m al este de B. El ruido de un cafionazo se escu-
cha simultaneamente en & vy B 2 s despuss de olrse  en
C. Determina | a posicidén del cafidn asumiendo que la ve

locidad del sonido es 340 m/s.

Secciones cédricas

Al estudiar las curvas de segundo grado has podido

apreciar que existen semejanzas entre ellas y, ademis, =

cipben el nombre Ccomdn de SecCCi ones conicas.

Las semejanzas Yy e nombre genérico se deben a que tie-—

rnef un origen comm: SON secciones planas de un cona circu

lar recto {(fig. 3.34).

\\\i\_/’
Elipse Faratinla Hipérbola

Fig. 3.34
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Comp se puede apreciar en |la figuraysi e  angulo de
inclinacidn del plano (@) es nmenor que el angulo de incli-
nacidn de | as generatrices del cono (3), es decir o < 3,
la interseccidn s una elipse; =i a = 7 s una parabola y
%l a ? {3 una hipé&rbola, en este casa el plana corta a |as
dos hojas del cono y par esa la hipérbola Ltiene dos ranms,

Teorema 1

Sean I un cona circular recto de vértice V y cu-
yas generatrices forman un angulo 3 con el pla-
no de la base, y & un plano con anculo de incli-
nacidn a respecta a la base del cana y que no
contiene a V, entonces | a interseccidn del plano
y 81 cono pg:

a) una elipse si a < 3,

b) una parabola si a = 73,

£) una hipérbola si a ? fi.

Demostracisan
Para realizar la denostraci 6n inscribimos er el cano
esferas tangentes al plana c Estas esferas reciben el
nombre de esferas de Dandelin, en honor al matematico que
las utilizé por primera vez en 1822.
d Si a < # se inscriben dos esferas tangentes a £ en daos
punt os F; y Fz. En la figura 3.335 se tiene:

== = por mer tangentea deacde un punto a
2 2 una esfera.

luegn PF + PF = PH+PH = HH=A A H H conatante
% 2 1 2 1 2 1 2 .

Fig. 3.35
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b)Y Si a = (3, hay una sola esfera tangente en F al plana.
£. En la figura 3.36 se tiene:

£ N e = ¢ (directriz), FC 1 ¢, UD e , entonces
P = PF por ser tangentes exteriores.
PR _ A

— teoremo, de las transversales |
PE_ YD L .
FA = FL , pues VA = VD

El inciso c se demuestra camo €l incispo a utilizando |a

figura 3.37

1460



El teorema 1 muscstra que las secciones conicas LioneEn
un origen comun, el teorema 2 mostreri gue pusden ssr  Ca-—
racterizadas por una mioswma proptedad.

Teorema 2

Una seccidn caénica es el lugasr geomdhbeico de low
puntpns de un plano gque satisfacen gue la razdn
de sus distancias a wn punto 140 Tlamado Foon vy
a una recta fija liagada directriz es uana cons-
tante p. Si 2 < 1 se trata de vwna elipass, i

e = 1, de una parabola v si e > 1, de wuna hipér--

bola. -
Para la slipse vy la hipérbnla, e = S »
Demostracidn

Haremos la demostracicdn para 21 caso de fa elipse (o a
la parabola va fue demostradol, =l caso de la hipérbola se
demuestra i1gual.

En la figura 3.38 se ftiens gues

N AW
el
"
Fig. 3.38
Eﬁ:ﬁi\_ﬁenmxﬁﬁgenﬁ
fﬁ - :z: g v PE = PE , lueygn il
et PR
En la figura 3.39 se muesira ons  seccidn Lowggs Dl

dael cono para el caso de la elipse. Lomo ﬁfﬂ; ws la s
E i

distancia entre los planos de tanasncia de las esferoas v

el cono, de esta fiqura resultas

sen o  2c €
sen (3 Fa a T
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/( Fig. 3.3%9 }\

Al igual que en |la parabola, la distancia de la direc-
triz al foco de una seccion conica la denotaremas 2rny la
I | amar enos parametros se puede obtener una ecuacidn  comin
para las secciones conicas en funcidn de ese parametro %
|l a excentricidad.

Teorema 3

Sean € una -ama de seccidn cdnica de excentrici-
dad e y parametra Zp, F un focay ¢ la directriz
mis provima a ese foco. Denotenps por o la dis-
tancia de un punto de la curva al foca y par ¢

d 4Angulo formado por una semirrecta de origen
en el forca que contiene al punto y el semieje de
la conica que corta a la directriz (fig. 3.42),
entonces: . Zep

£ = 1 + & ros ¢

Denostracidn (fig. 3.40)
fe)
dir, 2y - 5
dtF,0) = 2p - o cos p

e = elZp - p cos @)

ol + g cos ) = Zep
2ep

£ = Y% e cos o =

Fig. .40
En el casa de | a hipéribola, esta ecuaciédn corresponde a

la rama asociada al foco dada, para la otra rama | a ecua
cidn seria:
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_ - Zep
~ 1 ~ e cos ¢
Esta es la |l amada ecuacidén polar de la seccidén conica.

[ Ejemplo 1 ]

a} Identifica |la seccidn cénica de ecuacitn polar:
144
2 T3 3 cos Ired
b) Escribe la ecuacidn polar de la elipse que tiene foco

FC23;1», excentricidad e = % y cuya directriz tiene
ecuacidn 2x - 3y + 1 = (.
Resolucidn

a} Llevamos |la ecuacisan a |la forma candnica.

144
" 13
o 1+ = Cos
13 ¥
luego & = T% < 1 y se trata de una elipse. S5u parametro
144 5 | 144
e i5 ¢ 13 5
by Zp=dF,p =l 223t rt . 2 o 2718

4_+9 ¥ 13 i
2 ¥ 13
—‘1_33"“" 5 + 13

y la ecuaridn es: o = 1 T 94 ¢ i3 cos @ n
1 + , cas g

& partir de la ecuacion polar se puede obtener una
ecuacion cartesiana referida al vertice (el origen de co-
ordenadas ssta en el veértice).

Teorema 4

La ecuaci dn referida al w&rtice de una seccidn

canica est y22—4epx + (%- 1)x?

En € caso de la hipérbola, |a ecuacidn representa una
rama. La demostracidn de este teorema se deja como ejerci-
cio.

Si e = 1 se obtiene la ecuacidn candnica de | a parabola
yo= 4px. Esta ecuacion representa que el area del cuadrado
ctonstruido sobre la ordenada es igual ala del rectangulo
de bazse x y altura 4p. De agui se deriva el nombre, pues

la voz griega parabole (ﬁnapqﬁokﬁ) significa conparar o
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poner al lado.

En el raso di la elipse & <« 1, y & area del rectangulo
es meitar que |a del cuadrado, hay un defecton, de ahi e
nombre, pues |la vaz griega elleipsis (pedlecwil) signifi-
ra insuficiencia.

Para la hipérbola ¢ > L, y hay un "exceza de area", su
nambre, se deriva de ia voz griega hyperbol#é (ﬁ;nzpﬁokn),
fgque mi1aonifica exceso.

Cuarndo 2 ® 1 resalta una canica ron centro, en este ca-

S0 se puede proabar que | as ecuaciones de las directrices
2

. b
referidas al centro son: x = # g y que Zp = —
| Eiemplo 2 )
2 yz
Dada | a hiperbola ;E ~-g =1, escribe | a ecuacidn polar
de una rama.
Resal ncidn
o g . - -2 2 5
Se tiene a = 4 , b =3 , c = T+ 4 =5, p = F
h: 9 .
- = ¥ la Bcuacidn es:
P c G
5.7
- q 5 _ 4
e = 4 + 5 cos @ L

1 + L COs ¢

Ejercicios (epigrafe 5)

1. Identifica al tipo de cénica y escribe La ecuacién

referida a centro. ’

al) ) L b) = ‘””'—‘15
£ 2 e b4 + F cos g
1+ 7 Cos e
10 25
¥ - . =
£ e 2 2 con ¢ & e 4 + 20 cos p
14 10
di = _
e —4 - 3 rgs ¢ =) P 2+ 3 cos o
2. Fscribe |a ecuacidn polar v |la eguacidn referida al

vértice de las cdnicas.

d Sx®+ 12y"+ 1ox - 48y - 5 = O
by 4x®~ 6y°~ Bk + 18y - 20 = O
) 2xCe b - 4y + 8 = 0

4y 9 ay®- 27% - 16y + 2 = 0O
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10.

) M= Ay'- 27x ~ 1By + 2 = O

§) 10y"™+ 30y — x = O
g) x2+y2—~Elx+10y—3"~'0
Dados t# directriz, € foro y |la excentricidad de una
codnice esrribe |las ecuaciones: polar, candnica y  refe—
rida al wértice de |la misma.
a) x =3 , F(h;0) y B = ]
b ®x = -1 , F(231) y e = 0,5
c) x = 2 , FiH34) v e = 2
3

a) x =5, Fi238) y e = 12

5vZ vz
=z ¥ F(3;4) y e = -—2“

Demostrar que | a curva dada por | a ecuacidn:

’2) Mx =

- C
e ~“1+ a cog 6 + b sen o

&g Una conica. Clasificala.
Dados tres puntas de una cémica, donde |a primera o —
denada ea p y |la segunda e5 ¢ de | a ecuacién polar. Es—

cribe sus ecuaciones polar y candnica.

a) (1;0) , [—;—;%] y (P57) b) [%;211] . [!:,2-;%] y (—F;3m)

El principio de Cavallieri generalizada afirma que si
das regiones determinan sobre cada recta de'un haz de
rectas paraled as, y segmentos que estan en ,la razén
kizkz, entonces sus areas estan en esta razdon.

Uiliza este resultado para calcular el Area de |a
elipse a partir del &rea de |la circunterencia.
Encuentra una ecuacidn paramétrica para | a elipse.
Demuestra € Teorema 4.

Demuestra que las ecuaciones referidas al centro, de

las directrices de una cénica con centra, san ®x = %
4

Tl

Demuestra que para una cédnica con centro, 2p =

o

Ejercicios del capitulo

1.

Escribe |la escuarion de la circunterencia que cumple:

a) Tiene centro D0433) y radio #.
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b} Tiene centro en el punte 0(5;-2) y pasa par el pun-
ta Fi—-133).

£) Tiene los extremos de un diametro en |os puntos
AlS; 11 y B(339) .

) Es tangente a la recta x —y +4 =0y tiene C M-
tra en e punta (4300,

Determina el valor de k para que l|la circunferencia

w24 yi— 8x + 10y + k = Otenga radia 7.

Halla |la distancia minima del punto a |a circunferen-

cia en cada uno de lobs rasos siguientes:

a) Al&4;-B8) xZ4 y2: 9
b) B(3;9) ; x°+ y'— 26x + 30y + 313 = O
£) C(-732) 3 =+ y*— 10x - 14y - 151 = O

Escribe |la ecuacidén de |l a cuerda de la circunferencia
(x — 2%+ (y - )%= 10, gue tiene punto medic en e
punto #{132}.

El puntp O(3;-1) es € centro de wuna circunferencia
que interseca a la recta 2x - Sy + 18 = 03 si la longi-
tud de la cuerda que determina esta recta es &, halla
| a ecuacidn de La circunferencia.

Escribe la ecuacison de | a el i pse que cunple:

a) O(43;6) ;3 a=7 3 2b = 12

b)Y F (0,4} ; F _(634) ; 2a =48

€) 0(6,5) ; a=12 ; e =3

r
Halla | a ecuacidn de |la elipse que tiene SU centro en

el origen, un foce en (0;3) y longitud del semieie ma-—
yar igual a 5.

S sabemos que el punto B(-4;2,4) esta en la elipse
tex’+ 25y° = 400, halla la distancia de B a | 0s foros.
2Bué resultado se nuestra en este €jercicio?

Se da € punto A[z;— 435—] en la elipse Sx°+ 9y°= 43. Ha-
Ila | as ecnaciones de las rectas que pasan par A y l1os
focos de |la elipse

Halla el area del cuadrildtero que tiene sus wvértices
en las vértices de la elipse:

a) 16x*+ 25y°= 400 b) Sx%+ 9y°~ 30x + 1By + 9 = O
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11.

wadm

14.

—
ch

1&.

17.

18.

19.

Halla | a ecuacién de | a hipérbola que cunple can |lo

si gui ent e:

a) Tiene centro 0(O;0) , Za= & y e = 2

b Tiene rentro O1-4;11, un vértice en (2;3;1) y la ==
m di stanci a focal mide § uni dades-

f

Ti ene centro O¢G30), A2(6;0) y la ecuacisn de una

asintota 4x — 3y = 0.

d) Sus wértices son |os puntos (137) y (13—-1}) y |la =x-
centricidad es € = g .

Hall a | a ecuacion de | a hipérbol a egquildtera que pasa

por d punto ¢33-1) y cuyos ejes coinciden ron los

ej es coordenados.

Halla =1 rentro, | a excentricidad, 1los facas y las

asintotas de la hipérbala 9x2—4y2— IhHx — 24y - 36 = O

Halla la eewaciédn d= |la hipérbola can centra en

(;-1), eje principal paralela a eje = y que pasa por

| as puntas (3;=3) y (7;59).

Halla | a ecuaciédn de una pardbola que cunple |lo si-

gui ent e:

a) SU vertice es el punta (233) y para par el origen.

b) SU fozo =2=t4 en &l warigen de coordenadas y la
directriz e5 = - 6 = O.

c) Su vértice es el punta (Z;2) y € foco es (S32).

di Fizy-2y y la directriz == y - 4 = 0.

Hall a el wvértice, ®1 foco y la directriz de la pardbo-

la

a) v+ fy — bx +7 =0 b) Ax*+ 4x + 3y - 2 = 0O
Hall a | a ecuaci 6n de |la parabola con vértice en la
recta x + 2y + 3 = Oy pasa por los puntos (=2;0) y
(—2;—4).

Halla | a ecuacién de la circunferencia del menor radio
posi bl e que pasa par e foco de |a parabola yo = Bx
tiene zu centra en larecta » -y + 4 = 0.

El centro de | a circunferencia »°+ yz_ 4x + 2y - 5 = 0O
es el veértice de una pariabola cuyo =ie tiene por =cua—
cisny + 1 =Q S la parabnla pasa par 4 punt o
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20.

A{4:;3), halla su ecuacidn y la de la directri z.
Halla 1a ecuacién de la elipse que tiene focas n los
focos de las parabolas:
ty + 2%= 8ix -1} | (y + 22%= —16( — &)
y CUyO semieje mayor a = c + p , donde p es d menor-

de los semiparametros de las parabolas dadas.
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CONCEPTO DE LIMITE

Aunque | a nocién de [imite esta implicita en las obras
del gran Arquimedes, cuaando para calcular =) valor de # eg
te emplea el matondo de exhauscidn de Eudoxio 1370 a n e ),
esta idea no reaparece hasta Fermat que la retorna en su
tratada Método para hallar maximos y minimos. En esta abra
Fermat compara el valor dado a cierta funcidn f(x) en un
punto, con el valor #(x + E)}) en otro punto que s aproxima
al primera al hacer E = ©. Sin embarga, Fermat no tiene
agan con claridad el conceptn de limite.

Nuevamente en 14764, es otro de | as grandes matematicos
de la historia, Newton (1442-1727). gquien en =su obra
La cuadratura de | as curvas, se propone hallar | a razén de
i ncrement os que #1 denom na “evanescentes" (que se desva-
necen) y al realizar esto se aproima al concepto de 1imi—
im. La unica objecidn que se le hace es |la falta de preci-—
sisn de | a palabra desvanecerse.

Vuelve otra vez sobre |a nocién de limite € matematico
frances D Alembert (171717831, el que en su Encyclopedie
| 0 defXne al expresar que:

Una cantidad es el |limte de una segunda can-
tidad variable, 9 la segunda puede apraxi-
marse a la primera hasta diferir de ella en
menas que una cantidad dada (aunque nunca
1l@aque a coincidir con ella).

Esta sefinicién de D'Alembert fue la piedra de toque
para que | 0s matematicos del siglo XIX llegaran a4 la defi-
nicidén de limite. Asi es que finalmente, Agustin Cauchy
(17899-1857), al considerar |la definicidn de D’ Alembert co-
ma punto de partida, formula en su cbhra Curso de AnAlisis
publicadu en 1821, |la definicidén de limite casi coma |a
estudianos hay:

Cuando | 0s sucesivas valores que toma una
variable se aproxi man i ndefinidamente a un

vaior fiio de modo que termnan por diferir
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de este una cantidad tan peguefia cam se
quiera, este altima valor se denomina limite
de los restantes valaores.

En este capituln estudiaras wna de las definiciones ac-
tuales del concepto de |imte y conoceras al gunas propie—
dades de | as Punciones y de 1as limites que te permitiran
calcularios can cierta facilidad.
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CARTULD
. 4

FUNCIONES Y LIMITES

FUNCLONES NUMERICAS
1. Funciones. Dominio & Imagern

Desde grados anteriores conoces € concepto de funcidn
y sabes gque es un modelo matemiatico para representar la
dependencia entre magnitudes. Asl, por ejempln, |la funcidén
cuadratica representa la forma en que depende € area (A}
de un cuadrado de la longitud 11} de su | ada:

A= 1°

Tambien esta funcidn pusde representar la forma en que
depende el espacio recarrido (s) del tiempo (t?, en un mo-
vim ento uniformenente acelerado:

5 = vot + % at?® P V,* velocidad inicial; a aceleracidn.

Estos ejemplos ilustran que € mi smo madelo matemdtico
sirve para reflejar diferentes situaciones practicas, esto
es una evidencia de la generalidad de |la matemitica y una
de | as causas de su importancia y aplicabhilidad.

En matematica, por |la general, las funciones se repre-
sentan nmedi ante una f&rmula que expresa |a forma en que | a
variable dependiente (funci¢n), depende de la variable in-
dependi ente t(argumento). En | os puntos 20 y 21 del Memento
aparecen las fdrmulas que corresponden a las funcione-. que
has estudiado; también aparecen | as graficas y propi edades
fundamentales de esas funciones, esta informacion te sera

de utilidad en el resto del curso.

| Ejemplo 1 }

Haz un esbozo del grafico de |las f unciones:
a) y x4 ox b) y = — % + 2
Resol ucian

a) y = 33+ e
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Construimos una tabla con algunos valores de |a funcidn

(calculamos =0lo hasta las décimas, pues no  Sse pueden

representar con mayor precisidnl:

x [—1,5[ =1 1-0,5] 0 [ 0,5] 1 1,5
v [FaGT=E 10,6 0 | 0.&4) 2 4.,91

Representamns estos puntos en un sistema de coordenada-;

y esbozamos | a curva que los contiene (fig. 4.1&).

Y
49 Y
1 {4
|
. /] !
- A
| X VAN
“AS5 -t g5 [OX 1
i i
T G 1 1s =
! : R
f
(I e
I
|
I
wmm =449
al bl
Fig 4.1
1
= - — +
L) v ” 2
Comenzamos pi# cOonstruir 1a tabla:
® -2[-1,5[-1]-0,5]0,5[1] 1,5] 2 ]
v |2,9] 2,7 3 4 ofi] 1,3[1,5]
En este caso |la funcidn no esta definida para x = 0, a

pasar de valores negativos a positivos Se produce un
"salto” en los valores de |la funcidén. Basandonos en La
gratica de vy = % , trazamos dos arras de turva, una
que contiene | as puntos que corresponden a x < 0O ¥

otro que contiene 1los que corresponden a ®x >0

(fig. 4.1h). [y

Dada una funcidén cuya grafica nos es desconocida, solo
eshozamos | a parte de |a grafica que contiene 1los puntos
calculados. Para hacer |a representacidn completa de Ffun—

ciones arbitrarias se necesitan otros recursos que apren-—
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deras en este curso y otros posteriores.

!} Ejemplo 2 |
Para las funclones definidas en las graficas de la figu-

ra 4.2 indica: dominio, imagen, ceros, intervalos de —no-
tonia, puntos de maximo y minimo, paridad y =1 son o no

inyectivas.
7

[ Y
|

________ I A
[ A N
| zr-~—ﬁ-.~/‘:
[ 1 [
. L

- ~'l-oh 3 4 <

1 x |
I
I
|

&) Fig.4.2 bl

Resnlucidn

al (Fig.4.2a). Las fl echas que aparecen en el grafica in-

dican que este se prolonga | ndefinidanente. Entonces:

* La proveceidn cubre al

aja X" exceplto &l x = ©O.

Domf = R

Proyecci 6n sobre el
@jn "y cubre hasta 2,2.

Im f = {(—w 32,21
Ceros) K’_'m Y = 1 Corta al @je “x* &h w2 v 1.

La grafica asciende de

. E 3
Creciente en (-wi-11y R, izqui erda a derecha.

La grafica desciende de

Decreciente en [—-1;0) ; .
izquierda a derecha.

Observa que el punta donde canbia |a monctonia se puede

inciuir en ambas interval os: crecimiento y oecrecimiento.

La grafica #n eme punto
eatd por encima de low
que la rodean. No #8 abooc
luto,toma valtores mayores

Punto de maxim: = = —1

NingUn punte estd rodeado

Punto de minimo: no tiene
da valoraes mavores.
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L N imétri respecto
Mo es par ni impar, 2 o= mim@iries P

al origen Ni al «je "y".

Hay rectas y = yo qus la
No es inyectiva corlan an doa puntos. con

Et-o; 21,
Yo

k) (Fia. 4.2 bi:

Domj = (-130)U(0;41 Lﬁ.prOYO?Ciéh no cubre el
origen ni &l punto x = 4.

La proyeccidn sobre el

Im f = (-0 34) X -
el "y" no contiesne al 4,

Corta al wje "X en

Cero x = —-0,7
x=-0,0,

Lo grAfica se eleva de

C i —0" .
reciente en (—w;0) y [33;41 izquierda & derscha.

Decreciente en [0Q;3] La grafica desciende de
izquiwerda a derscha.
Observa que el punta donde cambia | a monotonia se puede
incluir en ambos intervalos: crecimiento y decrecimiento.

Ningln puntc estd rodeado
de valores mencres.

Punt o de maximo: no tiene

El valor en ese punto ew
Punto de minimo: % = 3 menor que los que |0 ro-
da~.

NOo o® aimé@iLrica respwescto

No es par ni impar . . .
al origen N al eje "y"

Hay reclas y = Vg que la
No es inyectiva, cortan @n dos puntos, des

d = 8 a = 4, menok

Yy 3 av,s 4

- <. [

Las funciones que estudiaremns en asta curso tienen ca-
ma dominia e imagen subconjuntos de R, Estas funciones se
Llaman funci ones numéricas.

Para que una funcidn esté completamente definida, es
necesario indicar SU dominio; Ssin embkargo, las funciones
numéricas que estudiaremos se definen mediante una #4rmula
y en ese caso, el dominia puede quedar implicito, gracias

a convenio siguiente:

Cuando una funtidén numérica, f, se define mediante
una férmula para fi{x), su dominio es d subconjunto
mas amplio de IR en d cual esa farmula tiene sentido. |
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[ Ejemplo 3 |

Determina el dominio de lar funci ones numericas:

2
/ x - & X"— 4
ar fexd = x + 3 hd v = log -

X+ ~ 2

¥ cos y
<) glyd = _‘C'OS Y
cos“y T cosy
Resolucidn

S
ai f(M) = /m

La funci 6n esta definida salo si:

= £L radi cal watd definide
X . .
L =20 soto wi el radicando es
® t+ 3
no nsgat Cvo.
Analizamos el signo de la fraccidn a)
en Iafigura 4.3a). Resulta: l— +
Dom ¥ = (—w;—3) U [2,+w) -3 - 2
Se ha excluido el~3 pues |la frac-— b
, . i - _+ +
cidn se indefine. B — -
-2 - — 2
2
wo- A
b) v = log ————n .
X%+ x - 2 Fig.4.3

La funcison ests definida solo siz

z EL Logaritno estd defintdo
% — 4 .
> >0 #olo ai € argumenio as
K+ x — 2 posi tivo.
x*— 4 L S I $ L D peacomponiende en factores
o {42} (x~1) para resclvaer.
w —
= ;(—m:—% Simplificando.

En la +1gura 4.3h se analiza &1 signo de la fraccidn,
resulta:

EL -2 me excluye puaes la
Dom v = (—oe3~230(-2;-1)0(2; +w) funcidn no eats definida

para eae vialor.

Y cos vy

z
Cos' y - cos y

) gly) =

Para la funcién g, € domnio es d subconjunta de IR
donde el radical esta definidoy el denom nador es di-
fegrente de 0. BH radical esta definido =i ecos y 2 0,
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a sea, si y &5 uUn angule del prinmero u cuarta cuadran

tes, es decir,
[24 X

2k £ y £ Z2km + 5 & i + 2kt £y € 2(k + 1)n
El denom nador se anul a cuando
cmszy - tos Yy = 0
cos §y {(cos y - 1} = O

y =5+ kit & y = 2kn
Luego se anula en los valores extremos de los interva-
| as de definicién de ¥cos y, Yy &s necesario elimnar ta
i gual dad puesto que deben cumplirse ambas condicianes.
T 3n

Dom g = {?kn <y < 2k + 5 & 5= + 2kmn { y < 2{k + l)n}
L]

La imagen de | as funciones numéricas - N0 se determ na
tan sencillamente coma el dom nio; no pueden darse proce-
dimientos general es aunque a veces resultan dtiles Ilos
gue se aplican en el ejenplo siguiente.

I Ejemplo 4 ]

Petermina | a tmagen de |las funclones:

a) y = E_;“% by fCx> m 2 + ¥ x + 1 oy = X L2
Y % - 1
Resolucidn
¥ + 1
ay y =

x ~ 2
Para determ nar la i magen conmenzarenpns por despsjar X
en |l a ecuacidn de |la funpisn (esto es, resolveremos |a
ecuacicdn de |a funcidn en términos de yl:
yix — 21 = % + 1
yr — % = 2y + 1
(y = 13w = 2y + 1
x = X 21 gy,
y — 1
Hemos obteni do una expresidn de x en términos de y, en
ell a podemos apreciar Qué valores puede tomar y.
Come todas las transformaciones realizadas son eguiva-
lentes, |la ecuaciédn (1) aobtenida se satisface para 1as
m smas valores gque |la scuacian de la +tuncidn; dada gue

(1} snlo se indefine para y = 1, la imagen de la fun-
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cidédn es:

{Y eR : y # 1]
b) fix) = 2 + ¥ x + 1

En este caso ponemos y- = f (x}

y = 2 + x + 1

y =2 = x + 1

(y — 2= u + 1
x = (y — 2251 (2
que ests definida para y ER. Sin embargo, no podemos
concluir que la imagen es todo R, pues en |la obtencidn
de (2) interviene una transformacidn que nn es  equiva-
lente (la slevacidn a cuadrada)§ por consiguiente de-
bemos utilizar otro recurso para precisar |a imagen.

En este caso se pueda obtener |a imagen de una funcidn

conocida: la funcidn y = ¥ x + 1.

Esta funcidén t0om todos | 0os val ores reales no  negati -

vos, Luego y =S + ¥ % + 1 que se obtiene trasladando-
la 2 unidades en |la direccidn positiva del eie Y o

sea, sumandol e 2 a cada uno de sus val ores, toma todos

las valores mayores o i gual es que 2,

Im f = {% elR : y = 2} = [25+w]

_ ¥ + 4
)y = ——
*x - 4
Regulta eucesivamente:
_ % + 1
v x - 4
Xy —- ¥ = x + 1
4
(y —~ 42% = v + 4
z A
_y + 4 Feia % la exprenidn
® = e .
z de x en té&rminos de 1y,
y - 4
Eslc expresmi®n solo deja de esmiar definida para y = 1,

pero cCOmMo intervienen Ltransformaciones N0 ewquivalentes,
enslo NO determina necesariamsnte la imagen de la fun-

cidn, Por ejemple, es fAcil ver que -2 no puede estar
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@en Lo imagen de la funecidn. sin embargo. en eaeate caso
No we deduce directamente de La imagen de otra cenccida
y debemos proceder de otra forme.

Para precisar La i magen, comprobames cufles de estoa
valores satisfacen la ecuactédn original, puac al despe-
jar x hemos resustto una ecuacidn y 8i las traneforma-
cionaea no i 0N equivalentws debemes comprobar. Para elle

sustituimoes en la ecuaci 6n original La soluciOn

2
oy + 1
¥ = A
z
¥y -~ 1
MT
M = definida si lyl)i
2
z
Yy - 4
[ =2
Y 2
luego MI = MD mole @t y Z o. sato significa que la scua

cidn do la funciddhn se sotisface paray > 1 (para (y[ R |

no esid definidoe @l miembro derecho} y a imagen es:

{9 e R: y > 1} = {135 +ow)
|

Ejercicios (epigrafe 1)

Representa graficamente las funciones Sigui entes:

a) y = % x + 3 b v = x" 5

e) y = 2n + 3 d*)y=§+x
e’) ¥y = ZuT e 4+ 1 f) y = 2x%+ 3x - 1
g) y = 3x - 4 hy y = 3x%- 1
i) y = 3 % log {x-2) 3 v = cosi{2x-1)
kY y =tan x + 1 1Yy =2 + 10"

Para cada una de las funciones definidas nediante |os
siguientes graficos (fig 4.41 indica
Dominio, imagen, ceras, interval 0s de monatonia, puntos

de maximo, minimos, paridad y si es 0 no inyectiva.
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al t?

X
c) d)
t
]
|
Y y | !
§
]
. |
4l -~ |
.:.l‘ i
2 i ET ]
1
i .-._.‘___é |
A__m_‘--‘-___:__, . . _ L ! 5
_W;,,gf:,_o:ﬁm B 34 AL " —“?‘ 3 'r-‘—-t:r%
4 I -t — L — .
Fig. 4.4
3. Determina | 0os valores de cada una de | as funciones si-
guientes en los puntos: a - by 2, 2 + h, 2 - h.
a) sen ®» — zmen 2 bl x2+ o — 14

c) ¥Yx -2 d) log » - log 2

4. Determina =i las funciones siguientes son pares o

impares:

a) y = w ok - % b)Y v = cos x — x*

c) vy = x% + Y x d) y = tan x + —im
®

e)

<
i
b
n
i
=)
=<

) vy =

L
g y = ¥ x* h)v:}%-?—'
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Se tiene un alambre de longitut #2,0 cm y se quiere

formar con @ un aro rectangular-.

a) Expresa el area del rectanguio en funcidn de |la lon-—
gitud del nenor iado del rectangulo. ;Cuil es el da-
minica de |la funcién obtenida?

b) Determins guéd longlitud debe tener el lado para que
el. area s@a maxima.

Con un alambre de longitud a Se construyen un triingulo

equilitero y un cuadrado.

a) Expresa La suma de las areas como funcién del | ada
del triangulo equilaterco y determ na € dominio de
esta funcidmn.

b) Halla cual debe ser la longitud del |ado del tridn—
gulo para que el area sea minima.

Se inscribe un rectingulo en una circunferencia de ra-

dio 1.

a) Expresa el area del rectangulo en funecidn de su la-
do menor Yy determina el dominio de la funcién obte-
nida.

b} Halla la longitud del lada que corresponde al Area

Maxima.
Determina en cada ra=sn =i f = g. Explica tu respuesta.
2
a) Fix) = x 3 gixr) = —
by Fix) = log x? 3 gl = 2 log x
. 1 1
o} Fix) = vl glxw) = 2

dy Fixy = ¥ %% 3 gix) = x

Determina el dominio de las funciones numéricas si-

guientes y calcula wsu valor en las puntos Indicados:

al vy = x — 1 ;3 » =1 744, xz= %é b) g(x) = —;—_giuﬂ"—
* X~ 3xn + 2
z
1 +
C) y = — d) y = _;i___gﬂ_m_
1+ x ®o— BxT+ w
y Flu) = 2 -
2y Fiw) = NI Mi— I3 w= -9
w o+ 1
3 — % 1
F)y:___l;ﬂ:ﬁ
2o+ - -
N
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t + ¥ 24 sen 2x

_ log ¥ 1 - cos w
I T

EREE I R |
10, Halla el dominio y calcula el valor que se indicas
2+ Tx — 1

al y = b)Y fin) = —
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) y = 3 on o= 0,126

¥ w2 3 - 7

i+ 1 + ¥ x + 3

g) y =

z -

16x* - \1
1) y = ’/—?i....:m?_ + ___1_“.“.__3:_._
X + 2 T
, _ ¥ =3 _ u — 2
Doy = 1092 ® 3 1ugz %+ 3
z
® — 1
k) y = COs 2% — Sen %
)
Y sen x
1) fix) = sen x
Y sen x - ¥ cos x
m oy = sen X i Ro= 3n

tan?x - Ttan x + 4

m )y =¥ 1=-|x| 3 x = -0,118

I
-
L

x
X
i

t

"Ny vy 100

a) y = ~*—m-l—-~— 5 x= 3
V1= x|

el I Tt
/x| - x

q) y = !

71+ x|
Determina para qué& valore3 de ® no estan definidas las

funci ones siguientes. S se indica, calcula su wvalor

en &1 punto.

ay Fix) = log, 2 b) v = log (x+3)
2 —
~ log, | sen”x 1 4 - X - 5
c)y y = ~ 1 y"f-'gzx,-.z
sen 3x - =
e) y = 505 X 3 # = 1,3
2 =sen” 2 - sen »
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) _ s58n  3x D ox = _n
Y T Z@n 9% + sen x ° iz
gl y - Y cos x
- . x
cos’2x + 3 sen?x - 3
h) Fix) = senh 2x ;ou

1 + 2 sen » caos X

_ ¥/x5+ 37 87+ 24

.
i} vy =
V¥ -5 — x4 1
3+ 4
. ?fln (x + 2"+ 1)
iy y = d

¥+ 3F - un + 1

12. Determina 1lpns ceros y |la imagen de Las funciones si—
gui entes:
a) y = %P Zx + 3 b) y = -5
C) ¥y = 2u + 3 d) y = % + x
@)y = x4+ 3x — 1 £) y = 3x — 4
g} y = x *z hy gix) = 1 + ¥ ros” 2kme — 1
xz— 4
i y = v - I + 4 Yy = G ¥ B)ix o+ 1) - F
Y
k) hix) = ¥ 1 + |x| 1oy =522
- X% -3 = ~
m) y = T n} y = lnga(x 2y v 1
f) fx) = 3 sen 2 - 1! o) = 5 cos x + 1
1
pY gy = T q? = log [sen ® |
2, Operacionres con fTunciones
Definicidén 1
. B . )
Dadas das funcione5 numéricas, ftx} v g(x), se definen
| as funci ones:
Suma por (f a gii{x) = f(x) + gind;
con Dom (f + g} = Dom f M Dom g
Di ferencia por {f — g}rix) = fix} — gix);
con Dom (f — g} = Dom f m Dom g
Producto por (f = g)ix) = (u) « gix);
con Dom (f + g) = Dom f M Dom g
Cociente par (f/g){x) = fix}/g(x);
con Dam(f/gl= {x « Dom f r Dom gz g{x)} = O}
= (Dom f M Dom g)\{x: gix) = O}
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[ Ejemplo 1 ]

Dadas las funclones f(x) = ¥ x + 1 ; glx) = v x -1

hCxY = x ~ 1 3 BCx) = In Cx°= 1) ; kKCxD) = sen 2x
nCx) = s=¢gn X. Determina las funclioness

a kK + n b f - g <Y h = » d> hrg
Resoluridn

ar (k& + n)(x)

kix) + npix) = sen 2% + sen x

»
r

Bl (Ff — g)lix) = Flu) - gix) = [1 ® o+ 1] - [f R 1] = 2
Dom ¢f - g = R, . Es necesaric aclarar «l dominio por-
que la funclién numérica y = 2 tiene dominio R que, por
tanto, NO coincide con e Dom(f - g); es decir, no se

puede afirmar (f — g)ix) = 2.

£} (h v Y Ox) = hix) +» mix) = (x - 1) In (x*— 1)

d) [L] (%) = M__ = “,....:._-}_ = '3 + 1
9 g 6o o

h .
Dom [ME—J = {x < m+ T ox = 1} . Nuevamente es necesario

aclarar el dom nio. Observa gue: [—g—](x) # f(x) CiNo

tienen el mismo dominio!d ™

Ademas de lar; operaciones algebraicas contenidas en la
definicidn 1, con las funciones se realizan otras opera-
Ci ones.

Definicion 2
Sean f y g funciones tales que Imf n fmg = ¢, enton-
ces se |lam funcidén compuesta g o T a la funcidn
definida par:
(g a rIix) = g(Fix))
con Dom{g o *) = {x « Dom f: g(ri{x)) esta definida}
= Dom f N Dom (g(Fix))}
[ Ejempio 2]
Dadas las funclones FO(xD) = xz; glx) = M ; KkCXD = 1
x.+1

determlnaz
a) g o F b) ¥ o g <) Kk o f d) f o k
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el el dn
VA -*«&ﬁ
2 {g o Frx) = gi¥ix))y = o ) = V/x Ry
By (F o @) i) = Figix)) = £ = (P = x que tiene do-
minio B, pero conmo Dom g = m+ tiay gue precisar el domi-—
nin de la funcidon compuesta, luego:s

(F o g)in) = = s Dom (f o g) R

+
quz no coincade con la funaion numérlLa Y T H.
Y koo FY4) = kCFx) =k (xS = . __zi_ﬂ_ -
V/nz+ i
1 1 z
d) (F o B} = Flkin)) = F |—em——— | = ——
w + 1 % + 1
= _u.-——.l;_ —
o+ 1

Foaro el domninio de la coppuesta s mas pequefioc que el
de esta funcidn: por tanto, para que la funcidn guede
bien detinida hay gue precisar &1 dom nio:
F o k) Gy = —
w4+ 1

Dom (F o &) = Dom F(k{x)) M dom £

= {-1;+w) RN {—-13 = (=135 +omw) »

En ncasiunes, para facilitar |la determinacidn de la fun
riédn compuesta, las funciones se representan nedi ante ecua

ciones #n las que se diferenciar? las vari abl es.
' Ejeﬁblmffj
1

Dadas las funciones w = » Z ™ ——% , y = tan x.
1 + y
Determina | a funcidn conpuesta w = HUxD>,

Fesnl ucLdén

Gbtenemos sucesivamente

1 1 = 1 _ K-
w = E— e ~‘2-— L ——ee—— = OS5 X
1 + vy 1 + tan™x e
cus K
= ffg 2 = |cos x|
pera teniendo en cuenta el dominio de y = tan =
"
w = jcos x| , w2 (Zk + Dy -
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Desde gradas anteriores cnmnoces €l concepto de funcion
inversa, en |la practica se necesita con frecuencia determi
nar la funcidén inversa de una dada {(punta 19 del Mementa).
{ Ejemplo 4 |

Analiza si Las siguientes funciones tienen inversa y de-

terminalas en ese caso.

= + 1
a) y % B) FCx) m ¥V x -3 =1 ) x> = 71 =~ x*
Resoluridn

a) Para deterdminar si tieng INnversa es necesari o averiguar
s51 es inyetctiva o no. Una forma cédmoda de hacerlo es
despejar x y ver cuintos elementos del donminio corres-—
ponden a rada elenento de la inmgen:

yix + 3) = 2x + 1

yx + 3y = 2x + 1
yx = 2x = 1 = 3y
{y — 2yx =1 - 3y
=1 = Sy
K—y—:———z'—"

A rada elenmento de la imagen, vy = 2, corresponde un
anico valor del dominio, luego es inysctiva.

Como t odas | as transformacion#s han sida  equivalentes,
|l e eqpresidn obtenida puede utilizarse para definir |a
inversa sin precisiones adicionales. Luego la inversa

[=1-}] ) .
Intercambiamos las varia-

1 - 3x
Yﬂ:x_

= bles paro montener «l con-
venio de que x es La varia-
ble independienta.

b) Poniendo y = fi{x) y procediendo CONMD en a)

Yy = X -3 - 1
(y + 1N%= 5 ~ 3

x =3+ (y + 1
A cada val or de y corresponde UN Unico valor de x, es
inyectivay pero en este tasa |as transformaciones no
han sido equivalentes y es necesaria tomar en cuenta
que 21l dominio de la inversa as 1a imgen de l|la #un—
cidong como Im f = [(—1;+w), la inversa es:

Fl) =3+ (x + 3%, Dom f = [-15+0
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c)

En este casa de y = hix) resulta

y2= 1 - XZ

2= 1 - y? (1)

A cada valor de y corresponden 2 valores de = HENE no
es inyectiva y no tieane inversa.

Puede obtenerse una fasmsalll inyectiva limitando el domi
nio de b, de moda que a cada valor de y corresponda un
sol 0 valor de x en ese dominia (por ejemplo a L[—1;01

& {0311) y en ese casa |l a ecuacidn (1) define la inver-

sa y = - & ¥ = 1 - x* segun el dominio

escogido. m

Ej erci ci 0s t(epigrafe 2}

1.

Dadas las funciones f y g, determina: f * g, f - g, ¥*4d.
J

“g

al ix} “—“)%+;-1'—f—;g()q) = x

b fe0 =% - r s et = oy

e) Fix) = F v+l ;5 giwy = 20/ w + 1
d}y fix) = 1Dgzx s gix) = lngzt~x)

e) Fix) = sen 2x ;3 gix}) = tan x
) o0 = 4 %7 3 gix)

g) fix) = 10 3 gix) = 10

h Foo = o 2%+l 5 g GO

I

coo K

n

= x + 1
sy ey I ol et ®x + 1
17 P LX) — X v rX — L g gins & {,,
- x 4+ 1
x + 2 xz+1
3y fFix) = 2 H g()q) :x__:-?.—
¥ — 3x ¥ 2
2
+ ®
k) F () ="T§__£§""_; glx) = S
®o— Dx"+ &% 4
z
— x ' — 4
D ofoo =225 geo = A2
x*— 1 w. o+ IxT—- 4

Dadas las funciones f y g determina ¥f v g ¥ g o f-

a) filx) = 2n + x ° ; gix) = x*+ P + 1
b)Y Fix) = log x ;3 gx) = ¥ sen x

187



)
d)
e)

13

g’
Ry

i)
il
k)

1)

Fix)
Fin)d
Tix}
Fix)

(%)

Fix)

Fix)

Fix)

)

fix)

Determina

fxf 5 g0 =¥ x
sen’x 3 gix)y = ®» — 1
gix) = & + 5

10 ;. gix) = COsz

Vrt . s gix) = sen 2

I + x5
®x — 3 H gin) = 1—_)?
z
log x ;3 g(x) = o~ 1
- 3 ®
— 5 gfx) =
NE ® o+ 1
k% B o+ 1 5 gix} = w + 1
z - 1
x"+ 1 s gim) = —

Si las preposiciones siguientes son verdade-—

ras o falsas. Justifica. +
a) fix) =¥ % 3 gix) = x° 3 Fog (x) =g o (x} =x
b) Fix) = 1 3 F o f {x) = x
®
C) F(x) = log x; gix) = 10" 5 F o g (x) =g o ¥ (x} = x
d) Fx) = sen’x s gy = ¥ % 3 g o ¥ (x}) = sen x
e) Fix) = sen % 3 gix) =1 53 hix) =  n ]
higx) ~ (F(x))%) = |cos x|
Determina 1a funcién compuesta z = h(x)a
Bl ¥y = sen K j 2 = yg B v =x — 1 53 = = yn— ¥
c) y =tan ¥ 3 z = 1 + yz
d) —ln :ln 2%
V"xsw ysz w1
e) y=4 ; z = yz+ O
® - /S z
fl vy = " H- y — 1
z

. 2w . v+ 1

AR A T
y ~ 1
h) » = tan % 3 2 = Sen y
2
i)y=—2 set=+4y ;z=052+1
2 t -1
x"— 1

. t
i) x = tan 5 3 Z = cos t

= 1 ., = Y
k) y = 55 2 E

y + 1
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1) w o= tan =~ § =z

. 2
my oy o= L i v = w1
.l 2
ny oy = - Lo T oy ey
2
1} oy o= tan ono - w3 % o= L o4y

=l

S. Pecide 31 lag funcionss sigoientos Lienen  prover s

la trenen. detarminala:

al v By -
i
£ oy gy oy o= dw
i
By v o= ou T oy =
gy vy o= il T

kY oy o= 0o+ 1og tw o A) 1y v =

mi oy = ‘I Yoy

Y v = mos ow a) v o= oaEn

pr oy = 4 ar oy = 4 v
LIMITES

B, Limite de uns funcion en un punibo

Todos luc concephtos matensticos gue has ectuadianto hasts

ahora estian relacionados con proce=os dwnrtoss on momento

importants en 1la matematica o corstibuyve Ia ind roduco s

de procesos infinitos; ung de 1os gue méy  trascendencia
tiena, estd contenido en el concepto de limite.

El origen del concepto limite e remonta, como Se i
wpn la npota histdrica, hasta Tas obras de Ar ool oodes.

O partir del aresa de on btoaiangulio y mediante wy admer o
finito de oporaciones @lementales, we poeds caloolae 2l
area de cuaiquisr poligonn. Sio embargo, con esbe proced —

ffed cyreulo, Yoaros S

mienko no 2 puede obbtener el arwe
mo puede caloularse eghta area  mediante un procedimesnto

intintto.
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g en una circunferencia
{fig. 4.5) se inscribe un cua-
drado el area del cuadrado es
menor que e Area del circula.

9 a partir del cuadrado se

inscribe un octagono, € Area

se aproxima mas al area del

circulo. 5i se continda de |la

misma forma inscribiendo poli- Fig. 4.9

gonos de 2" lados, veremos qua a medida que n crece la
aproximacién es cada vez mejor, pero para cual qui er namero
finito n, € Area sera diferente del area del circulo.

Sala si consideramos que n crece ilimitadamente podre-
mos alcanzar @ area del circulo, se trata en mse caso da
un proceso infinito.

Aunque el origen del concepto se remonta ¢ mstas ideas
geamétricas, nosotros | o utilizaremos en otra proceso in—
finito: e analisis del comportamiento de los valores de
una funcidn cuando | a variable independient= (x) se aproxi
ma lo comn se dice usual nente, tiende) a UuUn vaior dado
(x . En la figura 4.6 se ilustran distintas posibilidades
para este comportamiento.

a) b)

foune

£(xg)
fx)-€
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(o] dl

Y ¥ :
N+E [
N |
N-£ |
£ (%) !
i
I
I
|
//T

=] I -

e} pa™ 4 W >

Fig. 4.6
La figura #.#a ilustra el casp de una funcion en |a

cual sus val ores se aproximan al wvalaor f(xO) en 1 punto
% 5, ruando x estld spficientements proximo a % .
o o

Esta aproximacian podemos comprobarla si se traga una

banda horizontal tan estrecha rama se qui era airededor de

Fix ); esta banda esta limitada por las rectas y = flx )+e
y Yy = ftx ) - €. donde £ ¥ O es un numera arbitrariamente
pequena.

Una porcidn de La grafica queda contenida en &l inte-

rior de la banda y =se puede encontrar un ndamero & > O tal

que los valores de la 2uncién en el intervalo (x —6;xo+ &)
(o)

estén contenidos en |la banda (la porciéen del graficao
contenida en | a banda verti cal limtada par Las rectas
X = o - 6 y x = L 6 , estd también en d interior de

Ea banda hori zontal .

La figura 4.6b ilustra el caso de una funcién en La
cual sus wvalores se aproxi man a un waler L = fix ) cuando
¥ tiende a %, x — x )3 en este caso, puedes observar
que en € interior de las bandas horizontales esta conte-
nida el grafica de | a funcién para | 0s val ores del argumen
to suficientenente préximos a X excepto € punto
(xo;f(xo)). Esto nmuestra gue, para analizar al comporta—
miento al aproximarse a ®_, NO es conveniente hacer in—

tervenir el valor de la funcién en x , ya que su5 valores
(=3
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s8 pueden aproximar a un ndmero L = f(xc,).

En la figura 4,.4c se ilustra el caso de un valwr N al
cual no se aproximan los valores de la funcidn cuando
X o X . En este caco puedes observar- gue para toda banda
vertical, es posible encontrar una banda herizontal de no-
do que el graticeo quede completamente fusra de la inter—
seccion de las  bandas. 8i comparas con |os graficos
anteriores puedes observar que los valores de 1a funcidn
se aproximan a otra ngamero f(xo) * N.

La figura 4.4 d ilustra el casa de una fungidn cuyos
valores no se aproxi man a ningldn valor cuando ® —a x - En
este caso puedes observar que los valores de la funcién se
hacen arbitrari anente grandes al aproximarnos ax : cual -
quier banda horizontal déja fuera una por-cibn del grafico.

En el caso en que |os valores de la funcidn se aproxi-
man a un namero L, cuando ®x — % v decimbs que L es el
limte de la funcidon en eme punto, a que |la funcién tiende
atlL (f{x) —- L). Estas ideas se precisan en La defini-
ciéon 1.

Definicidn 1

Sean y una funcién numérica y x, € R, se dice
que L es el |limite de fa funcidén en % _y O que

fix) tiende a L. {f(x) ~— L) cuando % tiende a
o — x_ 1, Yy se denota

<
Lim £y = L .
o ¥
o

si tualguiera sea el numero ¢ > Q es posible
encontrar un numern & > O que satisface:

si O< |x - xoj < &,entonces |fix) - | <& (1),

La condicion [f(x) - L| < & significaque las valores
de la funcidn estan conteni dos en la banda horizontal 1i-
mitada por las rectas y =L - &£ y y =L+ e , 0 sea,
L.—e < fix) <L +o0; lacondicién O <|x - xol< & signifi-
£a que estan contenidas en la banda vertical de centro en
%Y anplitud 26 vy que x = % _, asea, que el valor f(xol
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no interviene en | a definicisn.

| Bemplo 1 )

a) ;Qué valor deba temer & para que de |x ~ &f < 6 se de-
duzca |2x = 4 ( < 0,0001.

b) Probar quer 1 i m 2x = 4.
x » 2

Resolucidén
a) Para que se cunpl a
|2x - 4] < 0,0001 = 10~
debe ser 2]x - 2 < 107
[x =~ 2] < 1107

2 ambos N embros.

Dividieando por 2

luego basta escaoger & < 0,5:107%= 5 . 1077
b) En este caso fix) = 2x , x = 2 y L =24 para verificar
| a definicisn debemos tomar un ndmero £ > O arbitrario
y, a partir de #1, encontrar un nidmero & > O que veri-
fique la condicidn (1), gque en este caso es:
Si O« |x - 2| < 6, entonces |2x ~ 4| < &.
Para tratar de encontrar 6, razonamgs a partir de |a
conclusién (|2x - 4] < &) y "buscanos' el valor conve-
niente para &6, es decir, razopnamos "hacia atras", de |a
conclusion a | a prem sa:
|2« - 4| < &
2|x - 2| €€

Extrayendo factor

comln 2.
£ Di vi di endo por 4 am-
- L .
lx 2| 2 bom N embroe.

Como | as transformaciones han sida equival entes, es su-
E

ficiente tomar 6 = 5 - Vanos a conprohasl o:
5 [x -2 < &= % entonces
[x - 2t < %
2[x - 2| < e
|2x - 4| < =

como Se querla m

H ejenplo 1 ilustra el uso de la definicidén: sirve pa-
ra comprobar que un numero dada es limite, pero na dice
nada sobre ceamo hallar e limite. La determinacidn del
Iimte puede Ilegar a ser un problema muy dificil; en este
capitulo estudi arenps procedimientos para calcular limtes
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en los casos mds simples.
Comenzaremos por analizar la unicidad de2 limite.

Teorema 1

El limte cuando existe es Gnico ‘

Demostracisn Y4
La figura 4.7 ilustra que | }
5i 1 & 1 se pusden selec— z

- 1 z Q;”z X \ \Y
cionar bandas alrededor de 5 37
1‘y 12(mmano tienen pun- ﬂi_/// 1//442
toa comures; si | a grafica /

estid en una banda, enton- _—

ces N0 puede estar en |a Fig. 4.7 X
ptra y uno de los dii mm s limite.

Formalmente precedemos por reduccidn al absurdo. Supone
mos que exi sten dos limites 1‘ y1, (., > 1) « entonces

para todo & > O existe & > O tal que;

| £ ) = 11| < & vy |Fex> - lzl <€ si0< |x - xo| <&
1 -1
tomemns (como induce el grafico) £ = —EE——i, entonces para
0 < |x — xo| < & debe sear
lzw 11 12— 11
[F} - 1| < 5 |70 ~ 1] ¢ —5
que significa
la_11 12—11 1“—11 . 12~~11
- = < fix) - 11 < 5 - = < Fiwd — 1z < 2
12_11 12“-11 12—11 ‘12_&11
1 - 5= < f0) <1+ =5 L~ 5= <) <1+ —
31i~~ 12 11+ 12 11+ 12 312- 11
0 sea,
‘11+ 1 11+ 12
—— < fx) < S

que es una contradiccidn. -
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Teorema 2

S cunpl e:
a) El limte de una constante es @lla misma:
Si Ffix) = € , entonces 0 om fixy = £ (0 e R).
®o» oW -
B 1 im ® o= . e
0]
xR
<
) B limite de un radical es la raiz del limite
lim<vYyx =% %o (o « R}.
B+ K
[=]
Demostracidan
a) La figura 4.8 ilustra que Y
para un & > & arbitraria se
. Ct €
cumpl e siempre que: —] == =
fFeo - e] L e
pues =
(x) — | = |o —cf =0 < E —_—— — e —
Y, | = | | -
h) Basta tomar & = & pues
— T e
entances: e %
o < l:\(“xoi{é{.ﬁf
|l 0 que significa limux = % . Fig. 4.8

RS
o
) Debenps probar que para un £ » O cualquiera +Fijado,

existe un 6 tal que

ii’x -—-v'xOI{e sienpre gue Gf([x—xol(&

Procedemos nuevamente razonando "hacia atras":

Vo
‘/———‘ ‘/—M—‘ -/——~ -/—-—< Multiplicando numerador
I A xﬂ I! x + xﬂ l ‘ y danominader por
o
T + | > o
[/ /%, | ;
o

{pues x > 0,
=]

. [P

< & equivale a

RN

o
<
¥ x +1’>¢0
Pero como ¥ x > 0, ¥ x +/—;¢:—‘}-/xa‘ y

£
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Si diaminuye el deno-
BV _
e a V mimader aumanta La
--/A + ¥ Ry, fraceidn.
w - —
. | ch . . . ‘b/ - Multiplicande
L — < e oui |w - ox | <o x
o < ~1
Fi por Vx E « T
W o
o
—
0 amoe realizar | a denustracion con 6 £ & ff;
(&)
Hea o - 0, debenos propar ques
ey .
s1 0 < |x - wH | <& E e v;w , entonces |f[; - ¥ =x i <&
o [=] ©
En eferlu, hembs visbko que la Gltima desigualdad equi-
vale a
&
D Er €y - & Fuer
’" - T k- x| < 6
]
Y x
O
\ .
W {J’x - Vfw l e W g nomn se guerlad -
EL teorems 7 nos peraits calcular algunos limites  sen—
cil b,

Calewla los limdtes sigulentes:s a» lim 4 by lim + x
P »®-»9
Rewolwe i dn

dplicando el teoresa 1, tenemos de forpa inmediata
Fo

“Y 1im 4 = 4 by Lim ¥Vx =+ 9 =3 g
-3 3 w7

Ejarcicios (epigrafe 3)
1. Detormina oo cada caso el valor que debe tomar & para

gue la condicidn dada se satistaga.

al B1 |x — 1| <& , entonces |3x - 3 < 1077,
L} Si {x| € 6 , entonces  f(x + &) - 4] < 1077,

cr si s - 4] < &, entonces |2 - Bl < 107",

d) Gi (%] < &y entonces  [x°] < 1077,
e G w2 < &5, entonces | v x = s8] © 107
F 55 lx - 4| <&, entbnces lﬁxz o = 28{ < 5.
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ra

2. Uoinpprueba

Limiiesn <)

a) 1 1 om == 1,5 by L1 fa o
wo o 57 PR

L iom [3 ]u—ﬂ a4y L iom 68
w o 1 o o 3AD

=3 0 T T \2; 0 1 01 i@ —
W O »

gy 1Loaom e 41 = O [ T T g
wor L [

. . . . L 7

7y 1 1 om {wk 2y o= 4 Y Fo1om (¥
o 2 O |

kY 1 i@ (v ox v 1y =0 Y o1oiom (2w
® o Q < o F

directameante uir i izanhe I a

guieittes:

%, A partir de los sigtuentes yraticas (Fig.

51 existe el limite de la fuocidn en
dos.
a)l O}
s
o 4 [
|
. |
“
AN |
. |
| - A
| { ‘;/ \ I
} 'L - - :
U 4 R E _— —_ s I8) _.I‘I(o
ls] K.g £ o fat I
1
) o)
v 4
b4
E il *-—f_ o
: e el A
i [
|
U A TR B o o
ol K X 3
Frg. 4.7
A, Calcula los limites sigulentes:
a* t tm 4 b} Yoiomoou
w3 S ] 3

19/

def o cron,

Ltath

Ty o+ 4 = 4

n

Tos puntos

aalisa

indicas

A



)b im A w9 M)y 1 iom x * 9
X o3 0O w o+~ 172
2 1 oiom I f) 1 im x
® n X 4
gl 1 i om ¥ x — 1 k) 1 & m 3 4+ ox
o O X o —D
iyl rom o ou 1Y 1 i om w — 0,17
wo 1/2 x 4+ e
Y 1 im Vw4 D5 1) 1 imv % v 57
w o+ 1/4 FLAE I
) T diom o x F 0,57 ny 1 1im /:Jr%
¥ o 15 % » = 1/8
i1 iom v w ¥ B, 7 o I im¥ x
x > —0,53 x > V2
P 1 iom v x ~ 1,17 q) 1 im ¥ x
o2 1,65 ¥ » mf2

4. fOprraciones con liwites

Hasta ahora solo puedes calcular algunos limites; el
teoarens gque sigue te permitird disponer de un procedimisn-
to para la determinacién de limites,

Teorema 1

G 1 i m fix) =F v 1 imgir) = G, entonces
¥ Mo %
(s o
al 1L 1m (f & g) =F x5,
FRE
(o]
by 1 1 m (f »~ g) =F » G,
B+ R
(=]
)} oi ademds G » O, 1 1 m [ﬁié] = “
q G
oo
€
Demostracidn
Todos lar- ingisns se demuestran de forma analoga de—

mostremos 21 inciso al (par-a la suma) a manera de ilustra-

Cicys
Dado « > ©, existe & ? O tal quesi O < |x - kn! < &
> & .
[F e = F| < %,. o sea, -5 ¢ fG) - F < %
L . & & . _ &
[ x? G| « 5 1 0 sea, 5 < g ix} G < =

sumando adecuadamente resulta:z
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—& ¥ fUx) 4 gix) — (F + G) < ¢

que significa: |[(f + ¢) (xy — (F + GY| < &
es decir-, 1 imff = gi(ued = F + G. "
B Ko

Ejempio T}

Calcula los limlies siguientes:

2 o w4 - 4
a) lim {x"4+ x - /x > B> 1im o c) lim P
-~ . -
'EY. »x+0 KA
Resolucidn
_ N /_.._".,
al 1im {x + x = o 1)
P .
z . , Aplicand el. -
= lim #° 4+ lim x -~ lim v x Brreando e
. e Al ) rema L0
Y. . § Y
= Iim = ¢« Lim x + 1lim 2« -~ L1im fo Aplicanda el
K+4 w4 w4 w4 Laorema 1 b

4. a+va-+a =4 a-2-1m

2
Tim {x - 4} Aplicamea teacrama 1 o
2
. woo~- 4 HENe I ]I €
by lim i = 277 S perdus
® o 2 1im (v — 2} Liom e - ) = -2 & O
u30)
a0 PR
lim 2% - 1im 4
L xs0 %0
Lim » - lim 2
w3} %20
= ‘_) .—#,,ﬂ: - - - -.i q‘- —_ = 3
0D -2 2 -
2
. wo— 4
cy lim ———e
®w - 2
K2
En este coaso lim (x — 2 = Lim x - Llam 2 = 2 - 2 = 0O

R Y w2 w-p 2
no se puede utilizar d teorema. Como d numerador tam-

bién e anula para x = 2, hay en &l un +factor 2 - 23 en

este caso, analirzamos la fraceidn para tratar de simpli

ficar y obtenemos:
Z

%o - 4 (x ~ Z2){x + 29 . .
IR L LADL S5i ® *® 2
w = 2 w o~ 7
xzu 4
Es degir ara todeo s &2 2, ———— = x + 2, como en el
+ P IR *

limite no ipterviene el valor- fi{x )} {(en este caso x = 2}
[a] (s ]
podemos utilizar |la fraceciedn simplificada para calcular

el limite:
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= Rdim o Ax ¢ 2Y o= Ramox o Yiw o= P P2 o= 4 m
® o — L R e
LT EINE 2 R

procedimiento dri ejemple | pusde ser  generalizado,
e Forma gae, an aurhos casos, 2 caloulo de limtes se

Feduce a la evaluacido de funelones,

I'eoroma

51 P oy 0 oson polinomios, Qe Y ¢ 0, sntonces:
<r

a2y I +om Pluy = Pixw 3

wooF =

LE -
Y Lo om L meE Pix,)
. ¢' RGO T TR
- ¥ e}

2 denpstracion de pste teorema es uha sinple comproba--
cidwy v la omy trmoes

Y bewwy oema 2 sigoifilos que para caleular 2] Iimite  de
wna fBnmcion racronal basta evaluvar y, si la funcidn oo es-
ta detinida, pues el depominador se anula, =me analiza si
es pusible sumplificar v se procede como e2n el ejemplin ic.

Y1 om0 es posihlie sinplificar,; el Himite no exista.

Cal

ula loz liwmites siguientes, si existen.
b A

! B 4 - 2
P S Ho~ 2x - ¥+ FAx - 2

ay lim 5 - by Xim
%1 wo+ 1 e 5
. i w o~ 1
c¥ iim o d) Llm —
w0 3 T o2x + 1
Resal i dn
]
=) Yim o i
w1l i
Comoy &1 cenosmiredor no se anula para x = 3)
1 i PR | 1+ 1 - | 1
] o e ZD 0 ime
2 A ) 2
A W
4 ‘
. Moo=
By Lim - e s
WwerD

i mste casg 2 - BZ)Y v & =« 0. No es posible evaluar,

anal izamos ontonces si =5 posibhle simplificar, pars
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ellp descomponemos en factores el nomerador v el & P g T

minador.

FO, - - . P |
wo— Bw— wT+ Ew o 2 = w0 PY w9 1% viilizands
Ruffint
& ) . .
»o— bx + & = le o~ 2¥{w — 5}
Tuergosz
4+ , . E
_ - - i ) ( — 237w + 1)
Lam 3 E = lim T ) A =
. - 2 3 4
we2 v R 1 S ) w8 . R
i wob 1 2
=l am = = -
- 3 2
Wl
- =7
. 1 ‘ . .
cy 1oiom - no Bexiste EL denominador se anuto v noe o3
¥ o 0 posible simplificar.

voal siaplificar resulta

el
e
i
I
-
i

d)} En este caso 1

“WE'* T e ey 11 = Oy, no se puads simpl!iticar
w1 .
b4 i m @ — no axkista. @

1
woe Low T w1
También en 8l casa de las fonciones Leilgonoesbrcas 2l

cenheee A una Svaloacidn.,

caloulo del limite Se

Teoresma 3

a 1 o1om  osen 8o ®
O
Wk M
[
by L 1 @ 05 ® & 6% %
<O
ooy M
@ "
£y P im tam x = tan x o, = (Zk + 115
w o 2
Xop o
<»
Devnostraciaon
a) Bea £ > 0, debewos & » 0 tal gue
1sen ¥ - men w | <& =t jor — x| <&
L¢] [

np
k

Transformemns la sxpresidn sen cos w o utiXizandoc ¥a

identidad gue apargce on e punto 47 del memenbo.

wob s
s <
SRR K — SEN 8 = COE  aye o-
r ral
P
luego [sen x - sen x | = 2 leos -
<

y como |cos x| = i, resulta



|[san x - sen x| N 2 PEen g
] R
La figura 4,10 muaestra goe si O 2§ < 2
sen & % 9, entonces
w o= o |
- (s
fgen x - sen ok | £ 2 ——mmem— = f -
[ Fa <
luegn basta bomar & € o
|sen x - sen 1 | € | —x | <& 5 &
~ o
‘/1\
_— A
> |ple o
)
| T _— —
aAc £ AC
ar— - Q
Sena x AP L AD X
Fig. 4.10
z
B) cos ® = 1 - 2 sen g , por tamnto
. » . Z x
1im cosx= 11im [1 - 2 sen® %] =1 ~211imsen” -
W o> XA ®o» X
< o [=]
»
=1 - ? sen” —-— I COos
2

o
£} En este caso, COMD w ® 2k 1)% , tps x» # Oy se puede
<

aplicar el teorema ic:
lim sen x

sen x Hon sen
im tan = = lim = 2 - . - tan x
CO%S X 1im cos X Cos X a
Hpu W o
< (o3 e [ ]
o
| Eienpla 3 |}
- cos X
Calcula: a) 1im €1 = cos B 1im  fgemo -—]
tan x
»+0 K+11.G [
Hesolucidn
a) 1im (1 — cos x) =1 — ¢aos 0 = 1 —~ 1 =0
e
1_ ¥
‘ sen X — cos X . sen nfé6 ~ cos /e 2 2
by lim r— = an 76 e
Xt/ - Vo
E}
= 3L W -3 o, 634 -
2
29
En algunas orasiones el calculo de limites se facilita



con el siguiente Leorema gue Se refrere a8 Fas func oo
compuestas.

Teoprema 4
O
gy 1

oo

[meﬁtuncea b im (fogldizn) =

Demostracidan

Sea £ G, sntonces exiate 5 tal gue =l {ufn 3 “v(i é{
4 o »
[Figery = o | © &
g
pero como lim gixk) = v 5, existe & tal que si O t IR
Anl ol
Hpi
o

entonues |GGy ~ oy o o él, =, e ir

(]
sl O O |w - o | S, entunces [ flgled: oo e
ques Significa

Yim  fogix) = kim fFiv) CLND hE QUEST L G =

ER T Yy
<> <

Eiemplo 4 |

Calcula; ad lim x2+ A Ly  Liwe men 3k
-1 P S
Resol uci an
———

a) lim v ="+

e 2 -

Coma lim {x™+ 3) = 4, del tecorsma 4 resulibas

LE N
lim x5+ 3 = lim ¥ y = 4 = Z
%1 wep
En la practica, como para calcular el limte del radi-
cal basta evaluar, se calcula de forma nds simple:

lim ¥ «*+ 3 = /Iim R S

wu-»]1 h HEY)

b3 lim san IZx
EE 2

Anal ogamente

Lim san 3x = Ssegn lim 3x| = sen In/2 = -i -
Kt S22 KPS
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ioios fenadgy o

P iom Limnfes Sigltlosyies:
#
. LA |
ab 11 om o ER
- 2
., - . .y - e i

iy L

oy
~—r
md

= Porom

AR

PBebarwing Jon Mimites migatenloss

a3 11 ikl 3
: i3 i

I B 4)
& A i

O R

pe

=
=
—
et
=3

Caloal a;
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+
£y 1 i om __?_.’f_mﬁz__n. - ,_’f a4 gy 1 om0 TR
N o 1lx"— Bx + 4 B30T Bue) % vy ¥ w — ¥E

hy I i
w » O SEn ®
r
* P
i )1 i m .ﬂ..:{_.__.__},‘.. S € Z
k]
® > 1 wo— 1
- ; Vv s~ Voo - 1
Y L im AL
W o 2
w o O

k) 1 32 m (} + tanzpc)ccmzx
® o> uf?

. 1 - cnszx
1) 1 im ——rr———

¥ o+ 0 xz
2
Sen X tan x - cas x tanTx
m) 1 1 m e
Sern X o5 X con 2
w o /4
———ey )
x + 3 — ¥ 3
ny 1 i m -
x > 2 x + 1+ 2% 03
ﬁ) I + m 1 ;Uf_a":?——‘i
W o /4 -
n) 1 i m sen %
w o O
*
g ) lim (1 - witan n;;—
0l =
q) 1 i m tan 3;}( Cos X
% o+ 1
» i i
r) 1l 1mx sen -
%
X » 0

5. (imites notables

En el cadlculo con limites resulta de ovbtilidad el oo~
cimiento de algunos lTimites especiales gue btienen  aplica—
ciones importantes.

Teorema 1 {(iLimite fundamental trigonomeiriond

1 1 m _z b‘%g-" o=
— x + O ——ae .-

En 21 rcaleulo de este limite no pusdse aplicarse el teore-

Demastracidn

P
2
&5



ma lc del epigrafe 4, pues 1
X

Para realizar

cidn utilizaremos el signifi-
cado geométrico del sena y el _
X
arce- En la f1g.4.11 tenemos
que:
Fig.4.11
areaiA A0B) < Area(sector 0OBC) = Area(A 0OCD)
pero Area(d AUOB) = %rsen XN DS o
- z ® _ % Punto 4% del
Areaisector OBC) =n 1 [—ng} = Moment o,
1 1 CD  _ 1
Areat{A OCD) = = 1 cCD = = iy tan x
luego L sen x cos x < % < Ltan x
cos x < ® < I Dividiendo

Sen x Cos X péer sen x » O.

Sen 1 Invirtiende
0O seay, ras x5 e £ e .

w Ccos W Log cocLentes
. . 1
pero comp 1 i mecos x =1 im ————= =1,
oS %
x » Q ®x » 0O

para todo £>0 existe & >

la demostra—

im
5 O

-~ < cos x < Sen x = ! < 1+
® £Cos X
1 1im 592 - 1
w o 0
[ Ejemplo 1 ]
Calcula: a) lim sen 2x b lim 1
w0 x+0
Resolucidn -
A 1 aomSAN By, 2. 380X
w o+ O X ¥ o O =
= 1 i sen 2x
w o> 0 <X
—21imX2Y
v > 0 Y
= 2

En | a practica no

es necesaria re
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0 tal gue si 0 <|x|< 5, entonces

s fue significa:
comp se queria. u
—cgs x c) 1im tan x
— » 0 x
2

Multiplicandn ¥
dividiendo por 2

L vm 2 =2
X - Q@
gtilizando La sus-

tttuci®On v = 2Zx .

Utilizando el

rema i1

alizar

Leo -

explicitamente

B L



la sustitucidn.

By 1 2 m
W 1 e
¢_-',—'
.
1 2 e P
- L e =1 S =5 ,
Va apticande .
=1 1 m — 2 o=
Cooym Zx T OaEm M - e R
o O
g con M5 KS2
z X Y
1 - cons” z| + sen” =
=1 4im - - P ¢
o 2 ¢
—
. 2 0" . renz w
. s=n 2 = 2 Aplicondes
=1 1 m. o
O “ A 32 oo QQIZ x
4 o A . o - al g
¥ o> _x 5 Y
A
- "
2 sen
=1 1 m S
® Q b
e
<.
n2 S
=
> = Dividiande numerador v
=1 1 m T
JdenomuLnader por 2,
o> O E
p1
z
4
sSen =
=
=1 1 m — i = 1
> 9 :-:’
Bt B
_ tan . s ) . ZE X
Yy 1 im —— =1 im —"—— =11 m (7
W " R I =
o 1) o 0O Hoa O
I Sen X 1
= 1 4 @ e b — 2 e | =] -
M CO% A

| Ejemplo 2

En una circunferencia de radior se inscriben pollgonos
regulares de n lados. Utiliza tus conocimientos sobre 1i-~
mite para justificar | a férmula del 4drea de la circunfe-—
rencia. B
Resolucidn

El poligono regular puerde
= descompuesto en i trian-
gulos como &l de la frgura

4,12, El Area de cada uno de

emos triangulos es:
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* 2
[T S Y e punte 4% del Momaento,
AR ik
1 F irs
i b E l’. . L‘pl‘"“ !-“
N ‘ n 2 phiry
WoOCEMBEY  TRCMY T R =TT A
r 2 "
i
=T e ) )
. updm moreiht Fos 2 n Multiplicande
AU pUROR RSPy FaR et wor ————— )
9 r P v dividiands
n por I
L
‘ 11 -
Hus, pon la sustitucidn x = 55 | e puede escribir
(A
2 omewy K
O = onorT S
P o
- . o I
Ohesrva que a medida que o orece, 2. decrece, aproxi—

mandnse a cero, v el aresa del poligons se “aproxima'  al
area e la circunterencra.
"

La expresidén "se aproxiea’”, formalmente se  interpreta

cromi o ury Iimibte, as decies

A= 1 i mIle? 2800 oo ®
e % L

% o+ 0
Un procedimento anslogo, aungue menos  formalizado vy

mas intoitrva, fue utilizadoe por los matematicos griegos
de la antigiedad.

Farticularmente importante en toda la matematica es el
teor ema sigitents:

Teorema @ (Limite fundamental algebraico)

i (1L + ) axilste
U
Este teorema nn 1o desostrarenos poes oo contamps  oon
racursos suficientes pars ello; en cursos  posteriores  de
Matematica podras legar a desostrar lo,

Para hacer plav=ible ecle teorsma, calcularemos algunos

valores fde 1a expresidan 5 4 ) para valores peguehios de

1
v e la forma - L En las computadoras de la escuela
1Al
e

puettes calvular obtros valorea,

_r
L
‘ 1 10 1Y - o
Cr s = f ﬁ] v D BITE TAT 44, ..
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3
N )
li 4+ 4 ! u
Y “
- 1N
{1 " m"‘] = PLTLE 4L U, L
5
. “ Ay
[‘l ¢ 11)‘] = 7,7IR 268 .
- [al
" 1)
W il R
l1 ¢ 10 J -, .
. "
. L)
{}. + 10 ] T 5 ~ Tt = B NI
&
. " 4.0
[i. + 10 ] LN I = TS = 5 SR £ BivSR
L]
. ) [ ¥
l! + 10 827, ..
Fobtns valares porwml beo apr ecrar o ooargfo w dory e,
t
x

(1 4+ w7 crece; pero Mo

o ccAancosse”  aoan dotear miaido wald o

Ihserva gue en cada uno de los valores caleolados apar goe
una cifra que se enplera a ropebar

Auanegee fo Lo vames a desostrar o el ovalor del 1iwite goe
estamos connstderandn e wn e e acinal s fon 19 oy
tras correctan, seeowvalor ewsr 2,F1H QB 028
Definician i

Se 1lama rdupero de aler y oe deonota »y .l

NUmer o
4
e o= 1 1 m {1 2 :{)"( i LIS T B S
® o O
[ Eiemplo 5 }
Calcul &3
i
2 1
_— x X
a) 1 i m€1 4 30" b> 1 5 m [1 + w]
=
X + 0 ¥ » 0O -
Resolucidn
2 1
= ! - B
- X . i 2 -y N
a) lim €1 + ) = lim [(.I‘ + w) ] R = A A
¥ HELe -
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i z 1
oy %" 2
by lim [1 + fﬁ] = fim [1 + E]
FEN] B 3400
L
X i
2 2
) k
= lim [! + ;;]
Py -
1
X
2
1,72
i = = ¥e ]| &T
Eojer crebton {oplgeate 5
1. Lalfula:
]
N,
al lim [ M [»R
A 2
]
*x
oo brm L+ )t o)
o)
T
L I S = :‘ P
e Tt
oy =Y -
7 .
3y im0 - s t)
N
1
1y liawm 1+ R
EE AN -
SooBadkcuba 1oas limuites siguilentes:
ar boxowm — b
T -
“Y oY 1 om o)
- w
S
. 1
eyl o L
¥y )
1
i o ‘ »
g > b otom tLoa oy y” o
wooa 1
¥ 1 bRy W H
[ I N T L B i3
[
F S
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Him
L8]

itm
W)
tim

YY)

lim
()

I1im
Hopl)

— g e

PR

—

e
-

Multiplicando y
dividiendo por

@l exponente.

de
las poteéencuas.

Propiedades

rropiedodeos

Los Lfmites.

(1

m {1

0

2



1
tan vy * . a — 1
* y)tan 2%

k1 im €1 — by 1l im —yp—
y—pf:l t o+ 0 N
=¥ Considera la ecuarcién general de segundo grado:
awz+ b + o =
sus soluciones son funciones de | 0s coeficientes de | a
ecuacidn. Analiza el |imte de esas sogluciones cuando a

tiende a cera y b y © permanecen constantes. ,6ué inter
pretacidén puedes hacer de este resultado?

4. Un segmento AR de longitud I se divide en n partes inua
les y sobres cada una de ellas se construye un trianguleo
reoctangulo isdsceles. Calcula el limite de 1a longitud
de la Iinsa quebrada ast construida cuando el namsro de
lados crece i limtadamente y comparala con la |ongitud
del segqmentsn original. T

5 . Sean A un arro de gircunfe-

rencia de radio R (fipg.4. 13),
AT y TC tangentes en A y [,
TOLAC, EF tangente en e pun
to medio del arco AC.  Si &

e e3 angulo formado pnr las

radios 0O y OB, calcula la

razdn entre | as areas de Ios 0

+ri 5 : b - i
triangulos ATC y ETF cuando §-+0 Fig.4.13

&. Furcinnes expornencial y logaritmica de base e

En un capitulo anterior estudiaste las funciones expo-
nenciales y logaritmicas de base 10 que tienen numerosas
aplicaci ones practicas;y sin embargo, debi do al teorema 2
del epigrate %, en la teorfia matematica 21 papel principal
correspoande a las funciones:

y = " Py = ]Dgox = 1n =

En 21 caso de la funcion logaritmica se wutiliza wuna no—
tacian especial debido a la frecuencia con gQue 5g presenta

ern patemdtica. La abreviatura In alude al nombre logarit-
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mos naturales caon e! cual se les conoce, y que s& debe a
que apar ecen de modo natural en los problemas del 6nali-
. . 13
siz. También se les llama logaritmos Neperilanos.
FPara congtrulr la grafica de vy = @x, calculamos algunos
valoraes y los representamos en la siguiente tabla.
— !
b -3 -2 -1 |-0,5] O 0,5 1 1,9 2
2" (0,050,14(0,53710,61] 1 [1,65)2,724,80]7,
L L. L. |
iioz valor-es de esta tabla pueden ser walculados utili-

zando logaritmos decimales. En efecto,

2 y —_ *
R [101099] = 1o Blege. o TZlogR PR _ (TR (0.4048

—0,86902 -5+ o, A i
= 10 = 10 b o,.130 o expresames Con

poaLtiva

antilog (-1 + O,1308)

= 0,175 ~ 0,14 &

matrt taa

Representenns los puntos en un sistema de coordenadas vy

tracemous |la curva que los contiens y cuya forma te

cida (fig.4.14) .

d

Y=ot
'1. ,f/
- .
- A
— »—
—_ e ) e 1 e —
3 ~2 -t-o5(%05 1 15 2 *®
Fig.4.14
1) En honor de Jahn Meper,
. . *®

2y Tambidn existen toblaa de v = 2 , v = Ln x paro

complejas en este texto me lan utilizaremon,
B ]
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De la misma  frwma, para reprasentar  la gratica

v = 1In x se utiliza la tabla siguiente:

% { 0,1 | 0,5 ] 0,

r
Fd i

<
e

In x

mO,é?]*O,?? O 0,41

—24F

trazamos la corwa que los contiens, pues Lawbien  en

casn la forma te 5 conneida (fig. 4015,

. a

n 7 Lar. ﬁh){

Fig. 4.15
En epstos graficos son evidentes las propiedades ya

cidas de las funciones exponenciales y logarilmicas:

S S e
¥y o= o= vy o= irn X

) ) ... . —— - o e e . __{

Dominio IR .

] )
Imatpen RT (14

Ceros Mo tie s ~ No fiene
Monotonla Cr eec i et Crecients

S U .
Ma i mo Mo treneg TR Ttiene =

MF rix me Mo tiene Mo Yienes

Ro es par i Ny s par nt

Paradad : o
L mpar L 1 mpar

Inyectiva Si S1 .
i e - SO P
Inver sa y o= ln w Y = & !

2173

Representamos Los pontos en un sisteea de coordenads
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I Ejemplo 1 )

a>» Calcula In 3,7

by Calcula e

5.3

¢» Resuelve graficamente | 8 ecuacién In x - x + 2 1 O

Resolucidn
a In 3.7— _lng 3’7 Utilizande cambiae da
S R log e base de los logarilmos.
G,5482 -y Se temd con
= i = ksl = 3
0,43544 1,3077 1e21 tres <cifras,
b3 Es,a - 105,9 lag o 105,9'40,43403 - 102,3015
5 : Lre
= antilog (2 + 0,3018) = 200 Se Lomd con tres
cifras.
e>'? = 2,00 « 107
) La ecuacidn dada In w - w + 2 = 0O, s equivalente &
ln » = x - 2
Lo . = 1n x
que puede escribirse como un sistenm { ?; ey o

En

repgresentade | as graficas

le fig.4.1& se han

de ambas funciones, en

el las se puede apreciar

que la ecuacidn dada tie—

O,16

A

ne dos soluciones x X
i

¥ xzz 3yl.Comprobando po-

demos ver ques

1n 9,14 &= —-1,87 = ~1.,8
pero
0,14 - Z= ~1 .84 = ~1,8
luago
In Oy146 2 0,16 -~ 2
in 3,1
3.1
par tanto In 3,4

También para las funciones awponenc: al es

Cam,

los puntpos donde estan definidac.

S6 e

el caloulo de limites se reducs

Y
016
2
OI L
'
[
|
-2
Fig.4.16
N .13 om 1,1
- 2 = 1,1
x 3,1 — 2 =
v Logar{tmi-—
& uvna  evaluacion  en
En epapecial para la ba-



Teorema 1

>
' ™~ <
ER 1 1 m [ S
o

=)

I3} T im I;now = 1ln = : )
B v
[+
| I N— R,

Este tecrsama no vamos a dempostrarlo, e los  eiercioiog
de pste eplgrate encontraras un procedimiento para  haoer -
ler.

[ Ejemplo 2 |

Calcula los limites siguientes:

aY 1im [e'ﬂ TR e 8 . J_]
»»=1 e

by Lim f.l nCx41Y = xlnx + d
xti & Ilan 2x

Resolucidn

al 1 im [e_/x i wt ? 8 4. .1._.,-}
Wy L L;_‘x_
-—Ilmex*sﬁlimedfa+1im
n o~ —1 o o—r —1 w — —1 &
R ATy -1 + @ 1
= -2 +
emJl
= e’~ gt e = e = 2,72
bY 1 im [in (x + 1) = % Im x + emct
In 2x
x - 1
=1 1im 1In (x + 1) — 1 i m xlnx+lim——-«—-1—-—-
In Zu
% — 1 w — 1 R |
- . 1
=1n (1 + 1) 1+ 1n 1 + SR TY
iIn 2 0"" 1“2 1“2"’—1‘"-—?’»2,14 =
Ej erci ci os f{epigrafe &)
1. Calcula:
7.3
a) In 15,3 by e ) In 0,153
@y 21671 e} eo0,92 #) 1n 153
g} ln 71,6 hy e2r931 i) e

215



2.

Resuelve, aproximadamente, las siguientes ecuaciones:

a) e x - 3 =0 b 1np (¢ + 1) — x - 3 = O
ey e w1 =0 d) P% - 1n u — 4 =0
s} SRR oW - ow o m Y s W — 4x = 0

Calcula los limites siguientes:

M

a) 1 i m g b 1 i m 1ln x
ROy 2 o> 3
c}y 1 oim (e ) dy 1 i m {(In = — w0
x » 1,5 o 2,3
2
ey I im e "o+ In )
X o+ ¥z
2z
) rime” " Tian 7+ 0
® I
e
g) 1 i m (e "o inxSe1))
% o+ ¥a
Ry L oiom e T AR 1a e
o> 0
&} Comprueba | a descomposicién factorial
U 1) = e - DGO TR e+

h) aplica »l resultado del incisp a  para probar que

(1 +2™ 1300 , x>0
c) Deduce del inciso b |a desigualdad de Bernoulli:

(1 + 237 2 L+ mx , A >0
1
ay Utilizando el hecho de que e > 1, escribe
d
" =1+ x , A >0 vy aplica la desigual dad de Ber~
noulli para deducir .
B> 1 +nn , A=e' -1
t Utiliza el resultado del inciso a para probar que
1
{-3“ - 1 % Q_W_{ ,
Fi
X Xo H—¥ P
a) Frueba que |¢ ® l-{_,;si y sol o sile °- 1)< ;
[~
e
X
b} Deduce del incisn a quel i m e= g  si y solo si

ER T4
<

- X . _ - -
l'im e=1, es decir, que gl limite de la funcién
¥ o O
exponencial se calcula evaluando si y snlo si esto
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oEorr R para w0,

e HEilira el hoecho de oun cualguier 2 Sea & mrisnte x

tal gue !xi < é-y ta desigualdad del ejercicio Db pae

- x 4
ra R ahar ques L im & = 1.
W 0
*
7. oa) Prueba gue
i . - . , P
[tr % — tnox | 4 s sboy noln st bipe -~ ——} < &
i » T
o
£) Dedure del inciso a que
T i m 1oy ¢ = ¥In; o x iy snlo mi, Loiom ¥nox o O
LR - w oo 1

Y Probar gue Yim  inox = 0
No-en k

T, Funaionres cortingas

Las graficvas de todas Fas funciones gue has  estoudi ado,
s pueden btrazar sin levantar e} Yapiz del! pape!, excepho

, 7o
e algunos puntos excepocionales come los puntos (P + 1),

para la funcaon fangenta, o &l ponto v — O para Ta fanoidn
4

VoS e

: Pt

Fouta caracteristica se cor responde con una propiedad de
flas funcinnes que estod aresns on este epligrafar: la conbi-
naidad,. Dhaerva ous el nombre se coreesponde oo el sentd—
do nnual del dérmina: una foncian es contivua siosu graftyi-
ca 1o ooy es decir, 53 onn se interrompe.,

ta figura 4,17, iitustra algunos casos gque  pusdeon pre—
sentaroe:

Err Ja figura 4.17a, la gratica se puede pasar  por la
recta w = ® =i levarntar el lapirs del papel: 1a touncidn
(ST cantiﬂua; Uh=serva gue la foncidn fzone iimite  en Koy
esthd detinida 2o noY

o
Fla 3 = 2 1 om fix),

woo—a
[l
Cn Ja figpea 4,170, hay gue "saltar" la recta =« = x|,
pues fix ) no epesta definida.
¥
Froola frigura 4. 170, ol pasar por o on ia agrafica

"ealta”, Yes compe", 20 este casn no exicste 1imite.
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En la figura 4.17d, hay que saltar al pasar por x = %
pues
flx ) > 1 1m f ()

Kooy K
o

al b}

\

o
i -
% Yoo, x
[ o)
Yy - 4
- R
— b

|
|
Vo
N\
Y

Fig.4.17
Estos ejemplos sugleren una purva interpretacion del
concepto de continuidad: wna funcidn es continua en x si
a valores de x prdximos a X s corresponden valores deﬂftx)
cercanas a f(xo), en otras palabras, a pequefiocs incremen—
tos de la variable rorresponden pequefins incrementos de la
funcidn.

Defi nici 6n 1

Sea §f una funcién numérica, f 25 conptinua FE S Si:

- Tix ) existe w
a
. I 1 m  fix) existe
Ko R
O
. f(xo) = 1 1 m fix)

®o—r X
=]
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[ Ejemplo 1 |

a) Prucha que la funciom y, = sen x e continua en x = 0,
o

b Prueha que |a funcién y = Iln (x - 12 no es continua en

x = 10_
O
. . ‘ sen X
c2 Analiza la continuidad de |l a funcidn f{x) < e
x = 0,
vl
Resalucion
a) En efecto, sabemos gue:
aen 0 = O 3 lim sen x = 0, entonces:
w0
lim sen ¥ = sen O,
EEIN
l uego &s rontinua.
b} Bacsta observar gue lim (¢ -~ 1) = 0O v gue la foncion
nal
In » no estd definida nr tiene Iimite en 2 = O,

o

c} Esta funcidn no estd definida eoow = 0, no es continoa,

(o3

Sin embargo, Yim /2 = ),
- >0
Como ernr este casn gricste el limite, la fupcidn  paede

"hacerse continua" si se define F(0y = L1, BEsto signifi-
ma que Se define una nueva funcrdn a partic die la dada:s

L=

-
=
X

o

%

fltx) = 1

an
¢
il

-l

que =i es continua en w = O, -
(=]

e 1o dichao hasta ahora v los teoremas sobre limite, se
desprende gue las funciones elementales (punta 21 del Me-
menta) son continuas en todos los puntos en 1os gue estan
definidas,

Teorema |

la; fupncianes eslementales 'ion continuas en todos
los punins en que estian dedfinidas, luego.si f s
una funcidn elemantal v 2 < Dom

Lorom sy = fix )
" — =

o

La demostracion de este tegrema es una cimple aplica-

cidn e los teoremas sabre limite de funcaiones y na la



Pyt mmos .

Em 1a practica, el teorpma | persmite caloualar la  mayor
parte de low Limites gue se  greseaban en la  astesnabica
elem:ntal .

[ tioapls Z |

Calvula los liwmites siguientes,
: . . 2 ..
aY lim Ce'sentx - 1) + tan x » InCu~ 137
X '{2‘

. z - p wEBhR M
b)Y 1im [;en H OTOS K cos @xod -0 ]
- A sSen ¥
KBTS k

|
o3 Lim !Y;HUT — EN]
Y T -

Resnlueion
a) Toemo es ana funcidn elemeniz]l v estd definida en o V2
hasta svaluar:
lim  (esentx — 13 F fan x o In(x- 1))
sz

= ef; sen(¥z — 1} + tan ¥z » Ini{® — )

= EVE gen (¥z ~ 1)

_ 101,41 Log @ - 0,41 + 180 Expresards YE-1 en
) - F.14 grados .

= 1,63

2) Iyuzlmente hay gque evaluar

Lim [SEH NOCDE X — Cos e+
wan/2
ros o
= omEN S e £08 . o5 My Bl = 1
] 2 o Z i
sen g

) En este caso mw{.m ne estsd definida y  como ces O = 1,
tan O
el limite no existe. -

Eiercicios {eplyrafe 7)

1. Analiza la conlinuidad de las funciomes Fid

v ogir) =

al w o= 0 B) w o= x = [k

3 [&]
2. Se define lTa funcidn "paste entera, denctada con un
corchete T 1, de 1o forma siouiente:s

S5 k= <k + 1 k o F

1, y gntances I[x1 = k
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Aratiza T

a continuidad de esta funcidn para:

a) x =1 b) » = k & & c} x = X e i
3. Analiza si las funciones siguientws son continuas  en
» = O. Si no 1o son investiga Si es posible "hacerlas
continuas en ese puntn’.
L4
o [4 = .lil. = cas =% = E_i 1
a) sgn (x} > bl " <) v v
2_ x‘m " 1
d]y:x_g_i Eg)y:g 5 {)y:....
wo— oW Ko— w /uz
4. taicula los limites Siguientes:
a 1 1 m et P w0 b 1 1 m (2" - %2 4+ 4
w o 2 o ¥ 3 1
N - + + -+
ey 1o BEETA @y 14w XLEZESE
% o+ —2 wte 2T HAEE IS A O SR T |
g Ty oo o+
& 1 i@ et tZ8 £y 1 im X -;iz--"_ L
o+ 2 W+ 4w + 4 Mo 5 H AR
5. Cal cul a:
4 _
a) lim InGe— Bz + 1) b lim ef © X 7}
X2 x*%
s F3 v
4
) lim [ 1/x5+ 3o+ f/xg— 3w ] d} Yim Ini+x)
LTS yerl
e) lim e san vh¥+1 ) lim 1nGE—2x41)
h+4 w+1
-]
) 1.im[1n(y2+3y+2) - 1n(y+2)] h) lim ™ ~™**
v-2 x+5 ,
4
i) lim[eh n2-hyrsenve® et ] Dlim (x - ¥S %%+ 1)
fhsl K V2
&*. calcul a:
_ — z 2
a) lim 4 1+sent;n - i~sen X b) 1im 52N X sen” 10
%40 x+10  x°— 100
o 1im 2 _V:+C°5“ d) lim ~RE2EX
HE Y sen x w4} x®
_ i TR 1 . Sen X
@) lim 220 ( 1_+ - 1) £) iim e t
w0 * %0
E]
) 1
— +
g) lim 1+ ¥ = 1 h) lim [" 2-—]"
) 1 — =
Y PR
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1,0 my de bases iguales
a t m, pstan separados
una de ntro por una dis-
tancia de Im (fig.4.18}.

Sea x |la distancia hori-

zontal desde e punto ‘A
al punta variable F. Fig. 4.18
ay Expresa el area rayada en funcién de x.

b} Analirza |l a continuidad de esa funcidn.

2. [iwiles infinitos

El estudic del limite que hemos realizado hasta ahora,
gata relacionado con puntos de continuidad de las  funcio-
nes: se& trata de puntos xa e R en los gque el limite es,
también, un numera real.

En la practica resulta converiente hablar de limite tam
hign cuandn los valores de la funcidn (o Ins  argumentos)
se harven arbitrariamente grandes. Para indicar valores ar-
bitrariamente grandes, hablaremos de wvalpres infinitos
{gue denctaremns o), pero debes tener en cuenta que es
solo una forma de hablar; o no es un namero real,

La figura 4.1%a, ilustra e1 taso de la furcion y = 2
x

en % = O; cuando ¥ —a O los valaores de La funcidn se ha

ren arbitrariamente grandes vy  positives, para indicarlo

asoribimos: Iim oo o .
2
Ko} ®
En el casn que y = — ~l? (fig.a.19h) Ios valores se hacen

H
arbitrariamente grandes en mauule, pero son regativos: pa-
ra indicarl o escribinos: 1im [w Ai") = —m.

2
K ) 0

. ‘ . . 1
Finalmente |la tigura 4.19c ilustra & caso de y = -, en
la cual los valores Se hacen arbitrariamente grandss, pero

pueden ser pnositivos 0 negativos, para indicarlo escribi-—



mnes: lim = =m (sin signo}
W
w0
al t)
Y 14
‘fi = %2 _k_ 5 L X
! I
L | —_—
- I A —— -
o] *
()]
i
=4
73
\-"——7
— Q *
Fig.4.1%

En todozs los casos decimos que | a funcidn tiene un

mte infinitoen % vy que X _ es un polo de la funcion. DOb-
[=d

es un polo, la grafica de Ila

serva que si = funcidn
=]

aproxima a la recta % = x_ cuando x -+ x , €Sa recta
=] fal

una asintota vertical de la grafira.

En el ¢aso de las funciones racionales. sus valoreg

den crecer arbitrariamente solo si el denominador

aproxima a cera y €l numerador se

conserva diferentea

cero; esto es posible solo en los puntos en los cuales
anula el denominador y no se anula el numerador. Dado
si un mismo valor anula al numerador y al denaminador

fraccid®n puede ser sinmplificada se cumple que:

se

es

pug
se
de
se

que
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acintota v

ATRTS:

" .
der Loy neygatilvon e

Nt et oy
Uiy g

LrLEER

) v
OomD B owira funicion Fadior

224



nal, x = /2 es un polo.
o

b} Para analizar los polos debemos ver si es posihle  «im-

plificar: 2
X o— Twn + 12 (. — 3>l — 4y _ w — 4
Fixd = = " TR - %0
2 Gx + 9 G — 3) -
x = Z es un polo; % = 3 asintota vertical.
- 2
gix) = 2 * R Sx b 1 el denominador se anula en
2o 1
w = é,, dividimos € numerador- por Zx - 1, para tratar

de elimnar +actores comunes; en este caso resulta di-

visible y obhtenemos:

2 - D eFEx -1 oA
Zn - 4 :
no tiene polos Ni astntotas. -
. 2
i i P2uT 4 w7~ Fx o+ 1
Observa gue la funcidn racional Y = = = f

L 1 . i
no ests deftinida en HoT P I es discrontinua en  ese punta
(=

(pues no ects definida), pere tiene Limite fimdfo:

P b w?— v+ 1 z
Iim T P — 1 = Tim (x7% 3 — 1)
Wl /2 i xa1/72
i i 1
e = -
gt x ! 4

Eg decir, es discantinua pero no trene poln, @5 ana situa-
cidn como la representada en Ta figura 4.017b.

Simboliramente la expresion lim Fix) = o wignifica gue
Wi
(=]

para cuslguier numere kb escogido de antemano (por grandes

que sea), s puede sscaoger 4 r 0 tal gue oi

0 < x o x| €& entonces  |fxd]| Tk
9
Si1 lim Fix) = w , entonces 1im mf%;3‘= .
Mo e -

o ]
i ‘ 1 -
B otras palabras, si1 » ggs un polo de § oy 5 enta cdedil—
[
L 1 ‘
nida en x , entonces x 2% wun caro de 7
L] [=]

[[Eiempio

)

) ‘ 1
Determina los ceraos de §f, comprueba que son polos de 7o
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I Reaol o bdn

il ab LRy = Wi —
| Igualamos a2 O para buscar los ceros:
- 2k - 1 o= D
s w1k /1 +1_‘ e 4 / a Y titllizames lo tdrmula de
4,2 rescltucidin de la eacuacidn
de 2doe.yrade <punteo 13 del
Memenrt o).
Luago Flx) = (y — 1 - V/E Yl - 1 frE ¥
= {uw = 2,413+ 0, 4814)
L PR LI
£ — -
(o — [ - ffl Yyl o~ 1+ ?fE }
frar tarto los valores calouladeos son polos.
by fley = -]
Igualtamos a cero &l numerador:
z . . 2
wie Hx o+ 16 = 0, (x - &= 0
iuegn se purde sioplificar
_ _ 1 .
fixn) = - = —_—— ., no tilene ceros,
w — 4
2
woo—= 1
o ey = —— T
S ® -1
igualamis a cero x + 1 = Q , x» = -1 ws un cero de f
1 M o= 1§
T ;“_I— ¥ 4 = ~1 es un pola. =
W -

Finalmente, analicemos en |la figura 4,19 gue cuando | as

walores
o negativos)
re. En esos

[y

La recta

El

y:-:

de una forma mis precisa,

anngue npsotros no | 0 haremns.

casns decimos

de la funcidn, s cera y

L i
R

m
-0

L
S

m
-

cuncepto de Timite en el

de ®x sSe hacen arhitrariamente grandes

que el l1imite en el

. 1
=1 1m — =0
EE B
1 . 1
—=}aim = =0
"
K 2 +w

andloga al limite

Fara el cadlcul

226

infinito se pusde

las valores de la funcidn Se aproximan a

{(posi tivos

Ce—

intinito (+o

lo escribiremos:

ya

n

0 e llama asintotae horizontal de la funcidn.
formular
detinido,

utilizare—



mas el hecha de gque el 1imite en el i1nfinito se puede re-
ducir al limite finitn y utilizaremns las reglas de calcu—

| 0 que ya conocernos.

[ Eiemple 3 )

Determina |las asintotas horizontal es, si existen.

x + 3
ad Y o b2 Yy = —
x + 2 xz+ 1

Hesolucion
) _ow + 3
2 YT T3

Para aplicar las reglas de calcule trataremos de obte-—

x

ner !imites finitos, para ello dividi mos por # pumera-

dor y denominador:

- . T
1+ = I im 1+ 1 % m =

x + 5 ® K > W Ko om0
I 1 m ;("'ﬁﬂllm = = =
% o i ® o 1 + o I 1 m 1 + 1 im g

. ® ) ® o+ W

- 1 + O 1 i 1
1+0-“ pPorgue im — = 0
K00
Agsintota horizontal v = 1t
b) y = 2“
HANE I

En este caso divi di mos por «? (1a mayor potencia de x):

1im 2“ =1 i m "1 =120=0
®or w0 WO+ 1 o 1+ 2
P
Asintota horizontal yv = 0. -
Para el calculo resulta atil el conopcimiento del si-—

guiente teorema que no vamos a demostrar, puedes conven-—
certe de su validez revisandn los grafticas de las  fun-
Ciones.

Teorema 1

Se cumples

a)lim =+ b 1im &=0 e) Lim In x = 4w
L LI X » +m

dy ¥ 1 msen x ; 1 i meos x 3 1 i mtan x no existen.
Mo tom % -t X -+ Fo

“iercicios (epigrafe El)

l. Determina los ceros y 1os palas de las funciones si-

guientes. Escribke | as ercuwaciones de las asintotas  ver-
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ticalesa.

al

c)

el

g

i)

k)

m2

)

o)

(v ]

=)

u)

10x% el — 3x — 4
w :—T-— h) vy =
- Yt
P By o+ 1 Exz— N+ 3
Y o= = +"“7*’"- o) Y =
i W Ax + 8
8 _}/——":-“,_#—‘ﬁi
y:ic 1 £} y:____.—.x Z = _.j..{
xz" 1 - %
3
- - 3x =+ 2
xZ+ Ix o+ 2 w?— Ax + 3
y = x>~ 1000 By =3xS
= T BTy 7
x2— 20%%+ 100 &
¥+ 1 - 16
Y = 1) yz.‘_——.-é-——-
w2+ 4 xte BT+ 16
3 z
- - +
y = xa xz * 1 n) y = log(xz+3x+12) -1
w oy M — x — 1
Y=‘/>(2+Bx—3 »[nz+4x+3
2x2+ n - & wEr S + 4
wo— 3w + 7
2
wo— 4x + 3
y = ras'x + sen x + 1 Yy = irizgg .
3x*+ 4w - 2 ey o XoT 8 15
Y w + 2 Y 5 Ty
FE
9 2
Cos 2x — CO5 X wo— G+ I1x — 6
YV = e o O vi oy =

sen 2 + sen X 2
w— Fx o+ 2

Determina, si e5 posible, € 1limite en +w y —-m de las

funciones del eijercicio 1. Escribe la ecuacion de |as

asintotas horizontales.

Fiercicios del capitulo

1.

Al

Representa graficamente las funciones Siguientes vy

determina analiticamente su dominio, |magen, pari -
dad y ceras. S tienen inversa, determinala.
a) y = 3x. .+ 5 By y = & w? v 1
€y = 3 — 2x? d) y = x7+ 3
- 3
- @w— + 2
E)Y:?_EDE[X“E] f)y:xzx *
¢ e 2w+ 1
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g) oy o= R 1Yy = sen 2x
S
S a
P o —
i) yom 2R T M 76 iy = zef o1
o
x - 4
kY v = 1n = + 2 1Yy = I (1L + x)
2 .
m) oy =" T n v o= g
By v = o % — 17 YRR, I
1
oowTr 4w o+ 4 T
ploy = o g Ry v = R
Zw"— 8 =
§ Y -7
oy = =)
YR TEFET
£y oy = cos 2w )

Hen X+ ras X

*
B ) Determina polos v asintotas.

Calrula los limites siguientes:

a 1im .

x»1/2 4x2“ 1
sen (2x o+ DT -
) lim 4
FES) e¥ln x + xz
S a z EVEN
* N — WO - * + Tw -
e 1w ZECE ! FO1 3 m ’/f* Tx w1
—w b — w + 1 Ko oo 7!2x3~ Kz+ w
. sen (a + ®) — sen {(a — %}
g) lim ”
w0
. . .
R*)y 1im F x2¢ 1 - ¥ xP- 1
K00
iy 1 1im [E sen x — cas ®x + tan x]
o nlf2
2 3 2
o otim 2 wx + & k) lim B"*:—‘?“
®ed xT— 12w + 20 %+l w - 2w - x + 2
3 Z
+ - Pu
1) 1im * 2" I - 9 My L 1Lom (= %2+ 1)
x5 - % — A X o> 00
- ey xim 1D (x%+ % — 1143
wa? e+ &% i w1 san # + 3
. + T+ 3 ) - 2
o) 1im Y x e VA * & p) lim lﬂm§4:4%34,
®+3 Yx + 46 - w’ K2
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4

b4

+* R * .
g} lim [1 + %] r 1 lim tan x
Hor00 3 00
w1 s sen ta + 2h) - 2 sen (a + h) + sen a
s7}1lim =
ha( h - 5 2
* . 3 + 5 . + + ow - o + 1
7y 1im 2T 2 w 1 iom S -
2 + 7 4 -
X408 % + vy ®— w ~ 3
2 x
* . ¥ + Ox + 4
v 3 lim 2 e ©
SO0 wo— 3Jm o+ 7
xz+ 2
L
. . o+ s
w) 1 1 m 2E+3 12 " X 7
x + 3,9 2% 1nfe 1) - 1P

) 1 i om 3T ax’— W Sx + 1)

* » 1/3
E] 3
. + . — s 3u
) 1im X2 2) 1 i m L= cos 3%
4 4 - cos S
¥ o+ —ca X & w o> O
Analiza =i existe el |limte de | as siguientes funciones

en los puntos dande deijan de ser continuas. Si. es posi-

bile define una nueva funcidn gue sea continua  an 2s50%

punfos.
1
)y = 1+ 2 AT VR P
a) v i 2 B oy Tan 5 ¢ % € [O;2r]
Cy oy = lAIAESEﬁﬁ dy y = li_l%“fmii
® -
2Y vy o= EEQAE—%—EEEWE y ¥ e [032m1]
—— N
£) y = 71 i: 1



EL CALCULO DIFERENCIAL

Puede derirse gue el Cilculo Diferencial  se  debe  por
partes iguales a dos grandes matematicos que casi simultia—
neamente llegaron a a@ste. Fllos son,  [saac NMewton, antes
mencionado pn @] capitolo de limite, v 21 aleman Dothfried
Wilhelm {(14d4Ah- 17146). Sin embargon, se conocre aue los  pre—
cursmres de ambos genins matematicos, en esta direccidn,
fueron varios y principalmente Fermat y =1 maestro  de
Newton, Isaac Barrow (1A30-1477).

Trahajaba Fermat en sus ideas sobre la Geometria Apali -
tiea cuando degcubrid cdmo hallar l1a tangente a una Curva
al aplicar el procedimientr de usar valores préximos de la
variable.

Fermat calculd el segmente del eje "x" entre el pie de
1la ordenada del punto de tangencia y la interseccian dae la
tangente con el ejp "x" (fig. 1). Detmrminaba ast Ta tan-
gente como la posicidn Limite de una secante coando 1o
puntos de interseccidn con la carva tienden a coira o

)

X
Fig. I

5i 1o escribimos con la notacidn actwal, la pepdiente

T CTINE D B

de la tangente por P, 5égﬂn Fermat, seria 2 = (; ;—; - El

conpcimiento de 2110 explica por gue Fedro Siosn Laplace

(1747--1827) reclama que Fermat es el verdadoro descobridor
del Calculo Diferencial.
Orientado aproximadamente por la misma idea de Fermat,

~
la gque seguramente conoola, Barrow calcula 12 penviiente
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pero |0 bace en el triangulo MFL, en el que calcala €. ro-
ciente que Lo conduce a |la pendiente de la tangente por el

punto ¥ (fig. 1T). !

Fig. I

Alrededor de esos mismos afas y trabajando independien-—
temente, llegaron a 1os conceptos fundamentales del Calcon-
1o Diferencial los grandes matematicos Newton vy Leibniz
aportando cada uno elementos diferentes sobre 8l concephto
de derivada v su notacidan,

Newton (1 A471) expresa la derivada, & 1a que @I 1lama
fluxidn, comn la rardn de rambio entre dos  variables gque
reprocsentan las coordenatlas d= un punto cuyo movimiento
contimio genera una curva y utiliza, para la derivada, 1a
notacian .

Leibniz (1682) pupresa so
concepto de derivada a  par—
tir de an gsouema geométrico

(Fig. IT1) o el fgue va uwsa

la notacide g%- para la de-—

rivada v para oscribirs: —

El nombre de funcidn derivadga o sSimplemente derivada,
1o eaplea por primera vez José Luls Lagrange (1736—1813%)
en s obra Teorlia de las funciones analiticas publicada en
1797, v &5 en esta gue propone, para 13 derivada de una

funcidn $ix) la notacidn £7(¢) gue es una de las que usare

[
i
N



mas en este libra.
Las derivadas y al gunas de sus aplicaciones las estudi a
ras por primera vez en este Lapitulo y continuaras profun—

dizando en ellas en =1 siguiente, relativo al Calculo in-
tegral .
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DERIVADA DE UNA FUNCIOM
1. Targente a upna rurva

Degde 1a secundaria basica conoaces la tangente a  una
circunferencia, y en un capltulo anterior  estudiaste la
tangente a la elipse; en ambos rasos La tangente g% Una
recta gue tiene tin dnice punto de contacto con l.a curva

(Fig. S.1 ).

Fig. 5.1

Sin enbargo, no has estudi ado ninguna definicidn gene-
ral de tangente a una cgurva o a la grafica de una funcidn,
La f1gura 5.2 muestra que la idea de que ses trata de una
recta que tiene un punte coman ron |la curva no es  aplica-
ble: en la #igura %.2a l|a recta "parecse" tangente, pero
corta a la curva en mis de un punta; en la figura %.2b la
recta "no parece" tangente, pera corta a la curva en un
Unico puntao.

a0 b e .

Fig. 5.2

234



El problema de |la tangente na pusde ser resuslto median
te procesans finitas y fue una de los problemas que dio
origen a una de las ramas mas poderpsas de la matematica:
2l Calculo infinitesimal.

Par-a definir la tangente a una curva, se debe utilizar
el concepto de limite que acabamos de estudiar.

Consideremns una curva cual quiera {(para f1jar ideas; |a

2

grafica de y = »x° en la figura Y. 3}, la tangente PT en €

punto P puede ser abtenida de |la forma siguiente:

Y

Fig. 5.3

Tomemns otros puntos de la curva Qi, Qz‘ peuy BV gewuy
m

cada uno de estos puntas determina con P una secante:
PQ‘, PQZ,.... 81 los puntas Qn se& van escogiendo cada vez
mas proximos a P |l a secante PRn se aproxima rada vez mas a
La recta PT; de moda que |a tangente es, en rcierto Sgen—
tido, e limite de | as serantes.

Can estas ideas intuitivas podemos determinar rectas
tangentes a al gunas curvas sencillas, conb se hace en g1

ejemplo 1 para |a paréabola.

| Ejeaplo 1 }

Determina | a ecuacion de | a recta tangente a |la parabola
y = x> en el punto de abscisa Xy ™ 2 .
Resolucidn

La tangente sera el |limite de | as secantes, coma una
recta esta determinada por un punto y la pendiente, y to-
das pasan por d punte dade, para determinarla basta la

pendientea.

kg
[}
on



Consideremos una secante que pase par Py [ (@ puede
estar a |la derecha o0 a la izquierda de FF; en la figura S.4
se ha consideradc @ a la derecha).El punto P tiene ahbhscica

- 3 R 3 /
= n = X = 2" = 4
x 2 y ordenada y ;\O . .

Y
Qi2vdx4+Ay)

- T T
Fig. 5.4
La absrisa del punto & puede expresarse en f a forma
L + Ax = 2 + Ax
donde Ax es el "incremento" (positiva a negativo), es
decir, lo que hay que afadir a % 2 para ebtener x.

De la misma forma |l a ordenada se puede expresar
Yy = v * Ay =4 + Ay
donde Ay es 2] "incremento” de l|la variable dependiente;
este incremento puede cal cularse coma |l a diferencia entre
las ordenadas de P y @ (fig. S5.4):
Ay =y -y, =y 4
Fero como se trata de La funcidn y = x y x = 2+ Ax
esta diferencia puede escribirse

‘2

A = + z_ " = w3l %
Y Ao Aw) ° (2 + Ax) 2

Del analisis de la figura 5.4 resulta clarn que | a pen-

diente de |la recta P8 es:

m =AY oy ~4 2+ a0 - 28
£ Ax Ax 2 Axn B
_ AeAx 4+ (Axd T
TTEw T T 4t Ax
Como | a tangente es el |imte de las secantes, SuU pen-.

diente es =1 limite de | as pendientes m_ cusndo @ se acer-—

ca a P, e= decir, la abscisa x tiefde a x y por tanto
o

Ax = x — 3 tiende a cero:
a
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m, = lim m_ = 1lim 14 + Ax) = 4

t Ax-—»0 ® Ax-0
La ecuacidn de la tangente es entonces:
D A S
" L
Yy — 84 = 4x - 8

4x — v — 4 =0

En general, |la recta tangente a |la grafica de una fun—

cidn en un punta es |a recta que pasa por el punto con
pendiente my dada par
m, = lim “%é”
Lot T

A 1la pendiente de 1a recta tangente se le 1llama, tam-—

bi#én, pendiente de |la curva en 1 punta.
Coma Eim ?Z
An—s0 7F

ta la tangente; ese es @l caso de |la griafica de la funcion

puede no existir, es posible gue no exis

y = |x] en x = 0 (fig. 5.5).
Y
\
%)+
X
Fig. 5.5
En este caso se trata del punto de abscisa My T O, la
ardenada correspondiente es yo = ]xol = |O| = 0
entorces
Ay = y — Y, = {O toAx| - O] = | Ax|
Ay |aw] 1 =1 Ax x> O
Ax FXaa -1 =i Ax € 90
¥y 21 limite no existe. i
Ejercicins {epigrafe 1)
1. Calcula el incremento de ia vari able dependiente y
a) y = w1 cuando » pasa de * L= O a xn o= 0,1
by y = %o 1 oando x pasa de Ho {1 a=x =12
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5!

)y = 1 Dy ? cuanda x pasa de x = Oax = 0,2
d) v = 3 cuando ® pasa de xor 3 ax = 3,1

D115 ; Ay
Halla el incremento Ay vy la razdn - para la fun-
[ NiaTa
a) vy = 1 cuando @ = 1y Ax = 0,1

1 O

3 = . . L e o =

by vy P cuando w1y Ax O,4
(x" ~2)

)y y = Vf; cuandoho =0 y Ax = 00,0001
)y = log = cuando = = 100000y Ax = —F0000
Gea y = Zu + 3y Ax = H. Calcula Ay. ;Podri plantearse
un ejercicio similar para la funcidn y = x*7 JFPor que?

D1 cual es |la pendiente de |a tangente a |la gurva en €
purttn indicado.
al y = + 3 en x = 1 by vy = 2 ~ 3x en x = -1

[SD RV

NN

* en  x = 2 g vy = mx +n en x_ = ]
sBue curvas representan las funciones del eliercicio an-
terior? sbDependera el valor de |l a pendiente del punto
sel eccionado? SFor gue?

Calcula |a pendiente de la tangente a la curva en €

punto indicado,

a) y = x4+ 1 en x = 0 by = x| -1 en x = 0
1 .
ey oo g x° en w = 3 d) v = |x—2| en x = 2
K a o
Y y = ey +1 e = i ) — =
Y Wb n x, = Y = X en x0~ 1

Jependera del punto sel eccionado € valor de la pen-
diente de las tangentes a |las curvas del ejercicio an-
terior?. Fundamenta,

De las curvas determinadas por | as ecuaciones

wo= T+ 1 y =3 + &, y = X2+ x, y = % (1 + 15}
;Cusales tienen la mimma pendiente en cualquiera de sus

puntos?. sluales tienen la misma pendiente en & punto

¥ o= 27
o

La recta de scuyacian » = 2Zn + 3 es tangente al grafi—
co de la funcidn f en &l punto = 1. ,0ual s el valor

de la pendiente de la curva en x = 17
[+ ]



10

Halla la pendiente de la tangente ap @l punty 2 = 3 de
&)

la curva representada en la figuras 5. 4.

11. &) Halla la pendiente en el punto ¥ = 2 de la  curve
Fepresentads en la figura S.7.
by Calcula §F(2).
qr,_\,-,,g‘(x)
v re
e
44 ____
54
2 o2
2 |
1/// |
i } 1
_,'///_"1 ooy PoA 4 *
Fig. 5.6 Fig. 5S.7
12, Bi F(1) = 3 vy 1la pendiente del grafico de fen w = 1
B 2, escribe la ecuacitn de la tangente al grafico de
la funcian f en el punto %= 1.
13, En cuales de los puntos representades ne ti ene  tan-
gente la curva de ta ¥igura 5.8 2
v
&
¢ o AR
A 7
1 'Tnf//
)
b
. - —
\\5 /B R b
i \//
Pa (5-1)
Fig. 5.8
14. Escribe |a ecuacidn de la tangente a la curva en el

punto i ndi cado
2 2
a) y = 4x (—1;4) b) y = x'~ Sx + 4 (1530}

c) y = w2y (—1;1)
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2. Derivada de una funridn

Coma cabes, |a pendiente de |a tangente a una gurva Se
obtiene como un limita. Este |limite tiene gran inportancia

por sus aplicaciones en La matemitica y en olras riencias.

Definicidn 1

Se |lama derivada de una funcién y = Ffix) en el punto

Ay

v s& denota por f’(xoi al limte de la razan — ,

"
O

25 decir,
f(xa+ Aw} f(ho)

Fre) = vim A = i -
Ay 7 Aw—0 ®

S5i tal limite no existe, y no tiene derivada en oo
L

[ Ejeaplo 1]

Calcula la derivada de fix)y = x*+ 1 en X" 2.

Resalucidn
Fln ¥} = f(2) = x>+ 1 =2"41=5
18] 4] 2

£l +AX) = f2HA0 = Gt A0 L= (2ea) s L =
= 4 4+ BeAx 4 (AXDT + 1 = 5 4+ A-Ax 4+ LAx1S

Ay = FU24AR) — F(2) = 4eAn + (Ax)°

Ay _ A+Ax + (A ®
TRRT T T URR T T T At Ax

lim Y = yim (4 + ax) = 4, par lo tanto ' (2} = & g
Aoty MY Ax-—p .

La #definician de derivada de una funcisarnn en  un  punkto

permite formalizar- la definicidn de tangente:

[* ta tangente a la grafica de la fungion y = F{x} on
el punta Fix i f{x ) ez 1a recta que pasa por Fy
[ tiene pendiente f’(xﬂ).

Determina la scuacidn de la recta tangente a la grafica de
gix) = x4 1, en el punto xc- 2.
Resolaoi dn ' ’

En el eiemplo 1| vimos gue g (2 = 4, luego la pendiente
dea 1a tangente =g my = 4: comn esta recta pasa por 2l pun—

to (2594211 = (215) wu ecuacion es:
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® <
il
&

}
b3

y — o =4 {x - 2
4x — y — 3 = Q -

Una funcidn puede no tener- derivada ern algunos puntog,
por ejemplo, del analisis realizado en el epigrafe 1, pue
des concluir que La funcidn y = |x| no tiene derivada en
X = 0.

Cuando una funcidn tiens derivada en uh punto se dice
que es derivable en gse punto. Asl , por ejempla, la #un.-:
cisdn y = x* es derivable en Xo= Sy la funcidn fg{x} - |x|
no es derivahle en M= 0. Una funcidn es derivable si 1g
es en cada punto de su dom ni o,

@ue |la funcion f sea derivable en d punto x, significa
que | a curva que representa su grafico tiene tangente en
el punto (xa;f(xﬂ)). De este becho vy de 1a nocidn sobre
funcidn continua puedes inferir, intuitivamente, que para

que una funcidn sea derivable tiene gque ser continua.

Teorema 1

Si una funcisn es derivable en el punto x .,

entonces es continua en ese punt 9-

Demostracidn
Sea f una funcidén derivable en ®_y es decir, tal que
existe
Flx + Ax) — fix )
tim &Y - lim e AN R B
Ax—s) w-—0 * °
Se tiene
Sy = f(xo)
Fix) = f(xo) + " o AX con AX = x - %,
FUx + Ax) — fLx )
o o
= Yy + -
PN e Ax
FO+ Ax) = f (e )
51 XX s entonres Ax—0 y como lim - o A

Ax a0
existe, resulta
Flx + Ax) — Fix )
lim fix) =fix ) + lim kd T« lim  AX
o Ax

H—aN WK K—px
o Lo a
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= f(:(o) + Fw) - 0 = f(:{n)
Es decir, f es continua en %y -

El reciproco na es valido, es decir, no sSiempre una
funcion continuwa €S derivahle. Por siemplo, Ya Funcion
y = |x| es continua, pero no derivable en x = O.

Al caleular la derivada de una funcidn f en un puntn s
ohtiene un valor unico. Podenbs entonces considerar la
tancion gue a cada punto = | e hace carresponder f (xl. A
ral funcidn se le | lam funcidn derivada de |la funcidn f oy

=2 fdenota F°.

Reswulta entonces que para las « « B tales que f es de-

rivable en % se cuaple:

Fila + Ax} — Fx}

l Fie) = lim A

L An—()

Halla la derivada de | a funcién FfCx> = x°.
Hesolucidn
H c&alcula que realizanps en este ejemplo es igual. a
que se realiza en el ejemrplo 1 del epigrafe 1 pero
sustituyendo 2 por x
Flxdy = xZ
£l + AXY = (x + A7 = =% 4 Zu-Aw + (Ax)?
Z

Ay = fix + A) — Fix) xz+ Pur A ¥ (Ax)z— e

= 2uweAn + (Ax)z

2
Ay  Pxedx v (Aw)T 0 Ax (Zx o+ Ax)
AwT T A - = A% T ZKov A
Lim —%“;— = lim (Px + Ax) = 2x
Ax—ar D Ay —s
La derivada de la funcien fG) = 2% €S f'(x) = 2x. g

[ Fiempic 4 }

Deriva la funcidn f(x) m= —%— -
Resolurisn

Tambien podemos calcular |la derivada en ¥ % CON X _ar-
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%) :
fix £

hitrario mediante lim

®ooR
B o
En efecta, comg Ax = 2 - L x0+ Ax = »x
lim » = lim f{x + Ax) = % Y f(xU+Ax) = Tix)
Ax—0O A
entonces
Filx +Ax) — T1ix } Find) — filx )
; o o = 1im —— 2
Lim — Ax no- ¥
Ax—plD KR o
£n este caso: *
{x} = WL
fix =
w - X
— fix ) = | R (¢
oo fixgd = % T
] o
Fixn) - f(xo) ~ ' L R 4
L x oo ®oR N
. Flw) — f(xo) - -1 _ 1
lim ¥ — = oham N N N
L o X o= X o
Por lo tante £ (x ) = — A y conmb x s arbitrario
(al Zz 4]
o
. _ -1
Frind = - -
®

La derivada de la funcion y = fi{x) se denota también de

otras formas. Par eiemplo:

Yy’ para denotar la funcidn derivada.
y'(xo) para dencgtar |a derivada en Xy "
dy _ .

O para denotar | a funcidn derivada
dy .
— % {x 1 para denotar |la derivada en x_ .
dx o] o
—Egiilg para denotar 1a funcidédn derivada.

14
df(xo)
ds para denotar- l1a derivada en L

Puede ourrir que |a derivada de La funcidn f sea una
funcisn derivable. En tal caso a la derivada de | a deriva-
da de f se le Il ama segunda derivada de f y se denota

por £ 7.



Arislogamente, la der ivada de la segunda derivada de

es la terver a dotivada de ; gue se denota por # y ¥ asi

Sut Bs1vaments,

Comn sabemns gue 1a pendiente de la recta  tangente

un punto es la derivada de la funcldn en ewme punto, ya po-

demos calcular la derivada de funciones linealos:

- ok
. 51 Yy = mx *+ n, entoncss —a§» - .

« BEroparticulac, si oye=e (& constante), m=0¢ y (2= 0

51 y=x o, mTl oy (xd"= 1

Tambidn regsulta sencillo el calculp de derivadas de las

potencias de exponents natural.

Toagroma 2

n . .
l Lo 2 o s e N, ez E_J
Demastracisn
s tal
Sean y = x y X e s
ial 1k}
woom o
il ) = tim e
o Ho—
¥y
o
n-1 n-2 LA 8
IS xO) (% + o R S x| Vo vuedon
- O g
= 1im ~— e e s eprobar L e
h = M
Mook o 0o maltiplicando
‘ -1 -z n-
= bim T e Ty + ... = 1)
o o
P aed
o
Pt i 4 -1
=R, .:”; o o
|
| e 3
n vioes
- - . 5 n,o, net
» [ B 2y AL 2P Brrances i - L2 EoR B4
Coma x es arblirario, t o AR 'S ™)

[ Eima

- . ] .
Calvala la derivada de y = x en  x = 3.

Resolac o
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Recuerda que para derivar

do la definicidn debes:

La funcidn

y ¥{x) aplican

1. Sustituir = por x + Ax y hallar f{x + Ax).
2. Hallar €. incremento de | a funcidén
Ay = Fi® + Ax) — fFix)
3. Dividir por Ax
Ay Fin + Ax) = fin)
Ax Ant
4. Calcular el 1limite cuandn Ax tiende a cero
lim ﬁx = 1im 82 Az; VAL SR
A% O AX—O
Ejermicios (epigrafe 2
1. Calcula la derivada de la funcidn en el punto Indicada.
a) ¥y = 4% + 3 en BT 1 b vy ¥+ 5  en xoz —1
c) vy =4 — 2 en x = 2 d}y v = 4x -~ x®  en xo: 0
el y = 2t ~ t* en t0= -1 ) y = ﬁﬁ - ¥ Er Nu: 1
g} y = V-3 enu=1 h y = x’— @x%+ 1 en ® = 1
1) y = ——~ enx_ =73 )y = 0,01x" en x =1
k) v = ax’+ bx + ©  en %= 1
2. La recta de ecuacidn y = 9Hx — 5 es tangente al grafico
de la funcisn f &#n el punto » = 2. Determina f (2.
3. 9 f es la funcién representaba en La figura 5.9,
halla #"4¢3).
4 En 1a figura 5.10 aparece representada una funcidn f.

a) Calcula f (3.

b}

Calcula g5},

\i\ Y;gliﬁ
3 v
4_.
3.
:
I
1l {
|
— L .
e A2 B 4 5N 6 A
Fig. 5.7
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9. Gi fC4) = -3 y f'{4) =5, escribe la ecuarion de 1la

recta tangente al grafico de la funcian f en el punto

xot4.
6. Halla la derivada de |la funcion:
al y = 5x — 2,3 b) v = Ax + B
) y = %%+ x + 1 dy y = 1 - x°
a)y=f f)y=—$—+B
g)y:ax2+b:~:+c h)lyr-x"s
i) fixy = x° vy = x°
7. Calcula la derivada de la funcién g(x) = }x~1| en los

punt as ® = O vy % = 1.

al gEs derivable |a funcien? Fundanment a.

h) L.Es continua?

8. Observa |a curva representada en la figura S5.11.

al ;En cuiles de 1los puntos x, = O, * = 1, x. = 2,
x =2 5, K = 3 es derivable la funcidn que repre-
senta | a curva?

b)Y Halla € valor de la pendiente de la curva en laos
puntas % = 2,5 y x = 4

|
4 -
f |
i I
— —_ -
1 2
Fig. %.11
7. J0ué diferencias existen entre la derivada de una fun—
Cidn en un punta y la funcién derivada?

10. Halla los puntas de la curva f(x) = x - %2 en los cua-

les la tangente forma con el eje 0OX un angulo de
a) 4s5° by o ) 1357

11. Malla al angulo de inclinacisn de la tangente a La
curva en &1 punto indicado.

a) y = 33 en {030}
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h)y v = st en (Z2;5146]
cr y = x ern {(lz1}

1Z. Enuncia en la forma "Si ,.., entonces ..." el recipro—
co del teorema: Toda funcisn derivable == continua.

Fundamenta por gue no es verdadero.

3. Reglas de derivacion

La dertvacison de funciones aplicando |a definicidn pue—
de resultar engorrosa, excepto en casos relativamente sen-—
rillos. Por #llo es conveniente establecer reglas que per—
mitan efectuar rapidamentes el cialculo de derivadas. Al g

nas de estas reglas se relacionan en el teorema siguients.,

Tearaema 1

Si fy g son derivables, se cunple:
i) (g =F" * g-°

g v f - g9
iii) [“??;T] = - —f;iil,; ,  fG0 =0
(f ()

FiARdegtuy — fUlu)rgiin:
- s, Qix? » O
(glxr?

Este teorema (cuya demostracidén haremos despuss) permi-
te, junto con las derivadas cal cul adas en sl wepigrafte 72,

derivar funcilones racionales.

| Eiemplo 1 ]

Deriva | a funcién:

a) y = x + v 2 b y = xX 4 3Ax ~ 8 c) FCx) = % x - %
Resolucidn
Ya sabemos gque:
3= 2w, =3, =Ly 2= =0
S -3

luego | as derivadas pueden obtenerse aplicando |la regla de

derivacion 1)

A y'= (o + ffé Vo= (x 3+ (20 =1+ 0 =1

bl y = (T Tx =12 = G5) A Zu) 4 1) = Px 4 3+ O = Dw o+
. ) 1
€y Frix) = Céx — w5y = <%x) -G s P g
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La regla de derivacidn 1} puede generalizarse a cual-—
quier ndmero de sumandas y S expresa con palabras en una

forma sencilla

La derivada de una suma algebraica es la suma
algebraica de las derivadas.

[(EZempla 2 )

Halla | a dertvada de |la funcidn y = Ccx’4 IxICxn-12 .

Reznlucian
En este coso aplicamos la regla 111}.
y = (3% T) e dx-1) 4 G ExY e — 1) °
La derivada de cada factor se obtiene aplicando |la re-
gla 11,
v

. Z 2
y'= PrT— 2x +3x - F 4+ x4+ Ix

(24T (g1 4+ (x2+Tx) - 1

i

y = Swtr ax - = =
Esta regla se enuncia can palabras de una farma senci—
iia:x

,
La derivada de un producto es |l a derivada del primer
factor par e1 segundo mMAs 21 primero par la derivada
del segundo.

Tamhién en este caso se puede extender a un mtimera fi-

nito de factores.

| Eiempla 3}

Deriva la funcidn fUx) = (x-12(x-2D(x-3D.

Resplucidn
£l (=10 " Gt (=334 {n—1) {2 " {u=3Y+ {12 {x—2) {u~13) "’

D IR S b STt B A e RS L S B S SVE B N SV R LI |
z

i

3 2
— By 4+ 6+ xT M + T xT— By o+ 2

T 12% o+ 11

it
®

i

Tamhién se puede proceder:

2 .
FOY = Gn=1) (=) (x-3) = w7 gy’ 4 11w — g Ofectuando
5 =l producto

Frixd = 3x"- 1Zx + 11 apticands la regla 1 g

Si ¢ sz numero real y F una funcidén derivable Se cumple
(Co* /)" =)' s fru = f" =0f *Cf = geg*
es decir:
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i.a derivada del producto de una constante por una fun-

rion derivable es igual al producto de la constante

L por la derivada de la funtidén.

[ Fiemplo™4 |
a) Calcula la derivada de la funcioén y = #x® .
b3 Halla la scuacldn de la tangente a la parabola N 16y

en el punto P(4;y0).

Resolucidn
a) y = Gt

Se conoce que (x*y = 4u®, Lueo

1 =z 1 3

2 .
b) De "= 1léy, se obtiene y =~ Tg * » lueqgo Voo 1% ° 47= 1
Darivande
. 1 1
[T IR -
L ]
y evaluando en w = 4 pbtegemos y' (4) = —%— .

La tangente ti ene pendiente aéu y pasa por el punto
Fa
(4335,

Su ecuaridn es x - 2y — 2 = 0 tver figura U.12). o

{

Ejemplo o |

Deriva la f uncién y = 1
3)cz—5:x+]
Resolucidn
Aplicamos la regla 11i):
L= A3k Sk 1) o~ Ax — =) _ 5 — b
= = - L B . LI .
(%%~ sx 217 (3%~ 5% r0)? (Bxf- S o+ 0P
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[Esempla & |

Halla la derivada de 1a funcidn:

2
Bx - 2 x
a) y wm o S b)Y hACx)» = e
ax o+ 3 N

Resolucidn

Aplicamos la regla  iv}.

(S — 29 (3% + F) ~ (Fe - 22 (2 + 3)°

yr_
(P + D Z
S (2x 4+ 3} - (S —2ieZ 10w 4+ 15 — {0x + 4
(22 + 7 (2u + 37
S & -
2x o+ 37
_Z
B) Alx) = 2“__——
® o+ 1
a '
; w5 -
b k) = IR IEY i) czfx +
[§%% + 1)
- I T S I
(x® + 0

Eqta repgla se enuncra:

La derivada de un cociente es d  denominador por la
dar ivada del numet ador menas €l numerador por la
dcrivada del demnominador sobre €. cuadirado  del
denomlnador .

Terminamos el epigrate con la demastracidén del  teore-—

ma 1=
Demostr acicon

1) Seanr f y g dos funciones derivables. Existern

Sty = 1im ii y  g'tx} = lim uﬁg_
Fig— Ax—n
Saa s060) = fix) + gl (13
entonce: six + Ax) = Fdn + Ax) + glx + AN (27
Remtandn (1) de (29
s+ AuY - s(x) = Fflw o+ Aw) — FAuwd 4 gilx + Ax) - gilux)

A

Af + Ag
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y dividiendo por- Ax

As L AL, A2
AN A A
Entonces
Tim -—AE = fLam %{ -+ Xam \—A?—
FRTE Y o Avi—-3 3 - Asi—)

s 0wd o= F T kw) gt A)
La demostracion es andlnga para la difererncia  de  Jdos

funciaones derivables.

i1) Sea  pixr o= TR ~gin)

Se cunple Ap = pix + Ax) — pix)
= Fn o+ AxYeg i + An) - fGa)egin}

Como Af = fFix + Ax) = fim) y Ag = gln + Aw) — gl

se tiene
Fle + Axd = Af + fx) vy ghe + An) = Ag + g (v
vy s abtiene
Ap = [Af + (R ]*[Aq + g i) ] — FAndegn)
= AfrAg o+ Afsalw) o+ fEn) Aa

Dividiendo por Aw

Ap Act Af 4 fite)
—_— TR .. [ Z— - (re) s "7
A Af Ax * A 7 003 f ) Aty

Como f es derivable, €S continua. Luego Af—0 cuando
Ar—0.

S8 1tiene entonces

1im %__, = lim Af-1im —%‘1— + Lim —%{—-q(:«.) + FAxielim ‘_L;_r{
AX ey A= Anea0 O Axea0 O At 27
pltw) = Fidxdegln)r + fin)y-qg’ (1)
1ii) fonsideres2nos Fix) = ---‘--f,—j(-‘;—)-_ , entonces
Ar o= o ixw b ARY - pAnd
- LR SUU L S o L
T GirARY A0y T T e s f )
oA
FlmHAnY«f(x)
Dividiendn por Ax
ar o0 A
A T £ R AR Y < F 00




Fa

*

. [_f_.,] e fg - f gl (gm(h) . [wL] - _Lzm CF=Cr)

La Funcidn f es cpntismua  por-  ser. derivahle, por 1o

tanto

Lim /O + Aw) = fix)y , luego

w0
. Ar . AfF . i
lim —p— = — 1im 52— + 1im .
Ast s () A Al A Aty FirrAu) e FU)
F Ay = _— j B Y ...,_.Hl —— e ;"Zsﬁbi_)_
(f iy’ X
) . £
e Wy o Lt ST 1 Wy .
Hea glu ey cort - gy = 0
Como g = ng_ = f = «érw entonces g es derivable, pueps f
1 ) _
Y o 1o san. For 1o tanta en virtud de Ia regla de |la

derivarda el producto:

[f_} [f . 7;]: P 9{ PP [_;_]

Regumen de las reglas de derivacion:

tm: + i) = m . fey = O (o constante)
(™M = p st c F +g¥ =¥+
(F-q)'= f'eg + feg’ P L -

2

4 a

Ejercicios (epigrafe )

i.

Hallia 1a derivada de 1o funcidn:

a) oy o= ou® by vy o= 30 £) oy = u o
q
i) oo ”.._H.;:'...._ . el y = ,‘:10*' ﬁ.‘-’,?‘l‘ ﬁ}i4“ 2
oy o= _é~mq_ 18 + A ar y = xo 0~ Swo+ &)
2 F
PR G O | . wo+ 1
) L R | b S S
Y w o— & 1y e
AR R A T B Y v o= (2% — 11 (3x - 1) d{x + 5}



=13 (s

—2)

indi-

1)y = %G My FGO = G0 - 2 x + B
n} y = (Fx — 1)ix + X} B vy = 3{x ~ 2) + (x
)}
o) y = =~ 2y Py 3 p}y ¥y = (éﬁ — ?)2
_ = A
q) Y = 5 )y = —
w
4 _ 1
=3} Y = - Ll v = -‘-W
x“+ 3
0 5w -3 !y = o
L Yy = =
3 1+ xZ
% = 1 2x- x
wh oy = P w) y = p
o — 1 3x - 2x — 7
) _ 1 1 ) " b3 2
LA S W SV g 2y 2 x + 2
- 4
Deriva. Halla el walor de la derivada en €l punto
cado.
V)
a) ¥y = 3IxT— 2x7+ 3x - 4 ro= — 1
b y=x"¥2 +rx /3-8
gl oy = % wo— 2u Ty - 0,2
z 2
d) y=4x—;§x + 0,001 ® = 1,3
_ 3 2 1 s 2 =
) Yy = -‘T — Su e E HA -3* 4
)y y = 2x%4% x7— %y a8 ® = 0,1
gy - X2 x = 2
T - w2 o 3
2
o o = 2 _ 1
hy vy = 20X 02 K =
Ko+ X
; - x%+ fx
1) vy =
wT+ 12% + Z4hH
iy = ,3N - 2 “Dz 1
¥~ Bk o+ b
a
K) vy o= ax (a = 0)
w7+ w = 17
ax?
1y y = {a,b # 0)
br“+ cx + d 3
JEn gué puntos |la derivada de la funcidn fix} = x

cide numéricamente con el

valor de la propia
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|

14,

1l..

on dhocar, fled o= f Ty ?,

Sabrrengdo gue la derivaedas de f oes f ) = Sx — E, halla
la dertvada de la funcieon g st gixy = 4¢ 2y — 11,
H1 f ) = Tate L 1, halla la devivalda de g 51 se
sabe gue g} = ZfFxd.
Bi f vy g mon funciones deriwables o fin) 4+ gind) = 5 pae
ra toeda » = B, progha que F fx) = - g (xd.
Sabiendo gue f vy g Son funciones derivalbl s %
Fir) 4 g = 4y ffuy - ogixr = A, determina fixd oy
g ixd.
Considera las funclones:

filw) = ‘:_:T v gix) = — :—l;—"l

a} Comprueha que f'ix) = g (x),

b) Copmprueba que existe un pamero  real o tal  que
Flx) = gix) + ¢,

) sOus relacton existe entre dos funciones cuyas deri—

vadas sean iguzles? Fundamenta.
Suponiendo gue Ta funciden y o= ffm es  derivable halla
su derivada. (Sugerencia: = = V/x i s1o0x 0 0)
. . . 1
Jeriva la funcidn fix) = -

p .
PR i T
a) aplicando la regla de derivacion de un cnciente,

b} considerandola come reciproco de g(x) = x%+ S5k o+ 6.
~—alcula |l a derivada de |la funcién y = e ——— &1

f vy g son dos funciones derivables y fix) « —g(x}).

Deter mina una funcidn f que satisfaga lar, condiciones
A£G = 3T b)Y £ = 3x2 ) frxy = ax® o x*
fio) = a FLoy = 2 FU1) = 4/3
d) Fix) = woo ke 2u e}l fr) = — < . ——}_——-4.:
. a4 e
— - E ®
ror =3 F(1) = a
=3 A 2
£Y £ 00 4x "+ b o
z
"
FUi) = 2
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13.

14.

15.

146,

17

18.

19,

Determina la pendiente de la tangente2 a la curva de

ecuacion y = fisx) en el punto indicado.
1
F S, + W=
ay v 5 %4 23 [=1g! wD 1
bh) y = xé— l+—'1 en 1= 2
% o
1 2 —
FY fix) =~ (x+ 4§) en x = 1
oy o
= z g -
d} v = (0,5x — 1)ixn"— Zu + 4) gl = s
e) y = 2w -1 ern o} = L
oy
w1
£ fiuw) = '-“:'{—_l':‘"i!;— 28] Kuk ~—&
Determina la ecuaridn de la recta tamgente al  grafico
de la funcidn §F &n =1 punto K, RAara las funciones del
ejercicio anterior.
Halla la segunda derivada de la funcidn:
ay y = - sx + O hy fFixy = et e 7
2 ' !
cloy o= ] iy )
1 s 1 4 .
2) gix} - B ) oy o=
1 ‘ T S
g} vy = 0 — Ry &} B Wy
1
Si oy = fixdrgix), v las funciones f y g son dos veres

4

derivables, cupress 1a segunda derrvada v mendl ante

las funciones §f y g v sus deriwvadas (primera vy seguen-
dal.
. ®
Mupstra gque =1 Y d TR— antonces se oumple gue
Py w4 ) 4 3!
¥ ¥ ) T T
I
Halla 1a Jderivadsa rndicadas:
= -".r\.“;_ _' . V‘f
a) w o= 12w & % ¢y :
B vy = - ‘,yt-«u)
.2 I X T3}
) = S E S i 3
¥ ” W
Lo derlvada de orden n Jde la  funoidn
- e o " E
Fla = 2% s 5® - Be" ax 4 1
. {me |
By digual a cevon para todo =, 0 @ea, f‘\lk) = 2, Hallsa

8l menor valor posible de n (sin caloular 1a  deriva—

da.
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20. Halla vwna funcidn polindmica f que satisfaga las con—
diciones:

a) f(2y = 25 F£704) = 1; (0 = 23 f es de segundo
grado.

"f
by F(-5) = 305 (3 = 33 f tx).= 23 f es de grado 2.

£y FlOY = 33 F70Q) = =73 704Dy = D3 FT7(&6) = 4y f es
de tercer grado.
d) F£L2) = —21; F°(3) = 133 F77(4) = Jb&y [ (x)y = H0O;

f es de tercer grado.

21. Halla la ecuacién de la tangente a La parahnla xZ= 25y

en el punta de abscisa «x = 5,

22. Escribe las ecuaciones. de las tangentes a |la parabola
y = T Ix — & en los puntos de ordenada y = 0.

2Z. Halla La ecuacién de la parabola y = 2%+ bx + € cuya
tangente en d punto (131) es la recta x = vy.

24. Demuestra que las curvas y= 7+ 2 e y = 2%+ 2 tie-
nen una tangente comtin en el punto (Q:2).

25. ¢En gué punta la tangente a la parabeola v = SRS S

1
o paralela a la recta S +y - 3 = 07

26. S5i f + g es derivable, .son derivables f y ¢7 Funda--
menta.

27. Si f + g4 y f son derivahbles, ;,es derivable g? Funda-

menta.

4. Ditras reglas de Aderjvarcian

Todas las reglas de derivacion que hemos estudi ada
hasta ahora e refieren a uoperacionres racionales con
funciones; una operacidn irracional que se presenta can
frecuencia ez |la radicacidén.

Teorema 1

La funcidn y = 4[;ﬁ {x > 0) e derivable vy se

[f;“] SR S

——

2 ®

cumple
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pemostracidn

Sea y o= f/x {x > O) entonces,

Ay = ¥ un + Ax - ﬁ:
N A

AX AX

Multiplicando numerador y denominador por fr; + Aw o+ o x

s¢ phtiesne

dy f/x * Ah ¥[—ﬂ L T A v Ao ]

Ax TAw
¥ ox + Ax o+ ®

- o+ A — % -
Ax ¥ » + Ax o+ f[;ﬁ) f[ % + AA + ff
Como la funcidn y = % ®=s continua, Lim V[Q + An = o x
A — 0
pasa x » 0. Entpnces
lim Mﬁg— = 1im ! —_— ! -
Ax—C Ax—r O -/:{ + Ax + / » ¥ + 1/::

/ |
2
Ejemplo 1 ]

Deriva:
a) y o ¥ 36x% By y = x*¥ x ) y o= LX

Resolucisn

ak y = Thx .
Yy = 6Y 2 par lo que yv'= & » ! = 3~_ = SV:;
27 ¥ ox
by vy = w”




Otra operacidn conocida €s |la composicidn de +unciones;
la regla para derivar funciones conmpuestas permite aunen-
tar considerablemente el pamero de funciones que podemos

derivar .

Teorema 2 (Regla de |la cadena)

Si las funciones §f{x) y gi{x} san derivables, entonces
la tuncidn compuesta Fix) = figix)) eb5 derivable y

s52 cumple .
[ Flagixd? ] = f'ilgix)) . g (=)

| E}émplg_gﬁj
Calcula la derivada de |la funcidn y = (3Ix ~ 5322,

Resolucidn

y = Fflglar}y con fix) = i v glx) = Bx ~ 5
. <
Como  F (x) = 20 wt y ¢ (x) = 3 , entonces se cumple
¥yom g (x)beg T () = FT(3x-S1+ (3x—-5) " = 20(3x~5)*T. 3
= 60 -5y

] Ejempla = f
10

Deriva la funcidn y = ("~ Bx + 5,

Resolucidn

v = Fig(xd)  pam fix) = %1 v o ogix) = XX~ &x + 5

. i o
Como £ {x) = 10 x y gk} = 2 — & , entonces

il

YOS S RIYeg tn) = kT bk + B)eg -t (x)

2 .
100 &+ 5170 (20 - &) = 20(x ~ 3 (xP- bx + 5)

it
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[ Eiemplo 4 )

Halla la derivads de la funcion' y = % 1 + s
*
Resoluoicn

wo= F g il =1enrdn filx) = /:( vl = 1 + :4:2
1
Come  F iR) = i oy g7 {wd = 2 , potonces

v « 2w
= — n
)/1 T
| Ejemplo 5]
2 2
Halla la ecuacidn de la tangente a la elipse mﬁg + A%ﬁ = 1

- 16
en el punto PO( 33 .--._5;.) .

Resolucidn
La elipse no es el grafico de ana funcidn, pues rerctas
patal el as al eje "y" la curtan en do5 puntos, &5 decir,

existen puntos con dos 1magenes (Fig. S.13a).

b) Y
4

el
2 !

— - 1

Fiqg. 5.13
16 A XZ ‘,f7 ..... .
Coma VDJ = - O » conuideramos la CUrva ~He 1

con y 2 O {(fi1g. 5.13b}. Esta semirlipse reprgsenta una
funcicon.
La ecuacisn de esta funcidn, en forma explicita, S8 ob-

tiene despejando de | a ecuacison de la elipse:s

4 _{2

e 0l oas
z . 16 - k-4
Y - f (2% ® )

i—%——‘/;5~:~¢2

~
It
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Caomn v > 0 , entonces vy = —%w Y 25 — x* . Esta es 1a
ecuacidn de la semielipse.

Derivando se ghtiene:

. 4 - 2u — 4%
y = - — =
5 — ——
2/ 25 - %P 5/ 25 - x
- 12 =
Hacienda x = 2 se obtiene : {009 ————wem—e o =0 —

o7 25 - %

La tangente tisne pendients - -; y pasa por el panto
L. 1A - ~ B = .
(J,wﬁwd. Hu @cuacirdn es  y = - = ® 2 - m
[ Ejempio 4}
Halla la ecuacisn de |a tangente a 1la hi p&rbala
x” AN 1 to P (B ; y 3 , si <0
'—g— - —1—6 en el punto o 3 }'0 5 =1 y(.‘ =

Resplucidn

Al rgual gue la slipse, la hipérbela no es el grafico
de una funcidn, pues exisien puntos oo dos indgeEnes
(fig. 5.14a).

7{
Y
—h 3 5
| %
|
- R |
X |
b 12
) El
a)
Fig. S5.14
Despejando en |la ecuacién de |a hipérbolas
2 2
T3
2 1& L
Y=g {x 73
y = & ff. ¥ 7 -9
Evaluando en :D = 8 v teniendo en cuenta que yD{ 0 se
vbtione VD: - i V/Zﬁ = _‘_ig .
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. 4 ff.z
Considrramos la curva y = — -——V x — 9
P}

( fig. S.14ah).
Deri vanda:
y' o= 4 . 2 _ - A
2¥ - 9 3 w9
- 20 o
Evaluando para MD= % obtenemnos ¥R e T =
3¥ 25— 7
l.a recta tangente tiene pendient‘e — j—— y pasa por =t
e L6 . _ 5 .
punto (53— —:i=). Su scuacidn es Y = — —&- x + 35 -
Fiercicios (spigrafe 4)
i. Halla la derivada de la funcidn:
NE— by oy =t v A
¥ ox
== /-——--‘ —y
Y oy o ff; (2 + ¥ % dy v = x*(1 4+ v/ )
x o+ ¥ x 1= =
2. Deriva la funcidn:
a) y = (2x + 1}° b) y =(3x"+ Sx —1)
)y = (1 - 6t - tH7E dy y = (%—xgd 2% %;3
e)y='/9x+4- f) vy = 3n —
-4 z _ % 1
g)y—a- 14 ® hy Fiw) = = T
Ir oy o= (2% ~i s Tyt
2
oy = (G %7 0,0%x* 4 12x — x°
1..8 x — 1
) v o= V(P v 13w - o = -
o { b4 2)) 1y ¥ [x o
z S —
m} vy = [.._—x__m] ny y = /3:«3— }é wt—x”
x2+ = -
+
By oy o= 2¥/3x2_ 2%+ 5 o) vy = ?: +
R x°
p) FE % q) W “..9_
A R ® + 1
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0

10,

i1,

Calcula 21 valor did la derivada de la funcaon en el

puantn rndicado,

Gy o= (;{Z R THEE S | )4 XD;; i

r} oy = fog

o)y G 2

d4) v % = 1

ety x = 2
A

Dirava ta funician Fd) = (ax + k)
a) wapleando la regls de la cadena,

B) desareallando (e:¢.>:+h)2.

Bemssetra gque 51 / es wana funcioan derivable.entonces 1a

. . . . .n—1 .
devrivada e la furncion f“ con e N, n =2 2 es ny . f
Deriva dos veces la funcidn:

P R S L O T

Jeriva 13 funcidn oy o= V[}(n) v 51 ) Bn owia funcion de-—
rivable vy fle) F o0

Determina 1la euuacicon de la tangente a la elipss
4x®s 5y = 41 en el punto (3313,

Halla lta mouscion de  la  tangente a  Lla  hiperbola

@ oy = Y oen el punta (44-3).
Halila las ecuationwes de las tangentes, con pendiente
m = - é v & la elipse an®s Qyzl 4is,
Halla las ecuaciones de tas tangentes a 1la circunfe-
rENncia w7 yz: 25 gque son paralelas a la recta
B+ Sy o~ 12,
Halla =) A&Adrngaoala e iniclinacidn de 1a CL v
oo %(m - B 1) en los puntos  en gue corta  al

el x (angulo de inclinacion de una curva en un punto
e el angulo de anclinacian de l1a tangente a lo corva

=n dicho punta),
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13. Demuestra gue la derivada de una funcidn par es  una
funcidn impar y la derivada de una funcién impar es
una Ffuncidn par.

(Sugerencia: f es par si () = fl-x),x € Dom f
f s impar =i F(-x) = —f(x) .}

14. Demuestra gue la derivada de una funcidn periddica  es
también una funrisn periddica. (Sugerencias f es perid
dica si existe p real tal gue f(x) = fx + p} para
»y a + p e Daom f 1)

15. Se 1lama #fngulo de interseccidn de dos curvas al Angu-—
1o gue forman las tangentes a |l as curvas en el punto
de interseccidn. Halla € angulo de interseccion de
tas curvas:

a}) y = xz y ¥ = {3
B v = (x - 2)° . vy = -4 + Ax — x°
c} y = w? y Y - LI
14. Hall a &} Angulo de interseccidn de las circunferencias
¥ 4k + yzﬂ Oy i yzz d

17. Denuestra que las hipérbolas xy = 1 vy - y2= 1 aon
ortogonales, e5 decir, el angulo de interseccién de
esas dos curvas €S recto.

S.Derivaciar Jde funcliones trigenaométricas

Temrema 1

Las funciones ceno, conseno y tangente son derivables y
S8 cumple:
i} {men x) = cos ® 11) (cos x})' = — sen x
i) (tan o= 1
Los K
Demostracion
i) Sea v = sen x .
Ay = sen (2 + Ax) —~ sen x
= m@n K+oos Ax 4 cos xrsen Ax — osen x
= men x{cos Ax — 1) + cog xesen Ax
%g = gen B . EEE—%%—:—E + Cos w e Eg%;AX
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S@ Ax

Como lim —=Z — =1y
Ax—a O Ax
- 2 sent R
. s Ax - Y N
lim T T lam - a
Ax—a Ax—e O A
Ax
Ax mEn ~% 1
= lim - omen s oe - ﬁxt_ =0 1 =
A —p D) ==
=
Entonces
lim %% = gan x ¢+ lim cnﬁmij 1y chs x
A0 ¥ Ax—>0 ~
= sen X+ 3 + cos o+ 1
ER ola1- S
ii} Sea y = cos x .
~ : _ T
Como cos & = sen [ W " ]1 entonces vy

Aplicando la regla de |la cadena se tiene

. sen Ax
. lim ————

Ax-20

= sen L
2

y' = cDs T -2 - «) = cos |& ~ x] -1
2 2 2
= ~ cas [q - x] = - sen X
S S52n X
111} Sea vy = tang = —W——
COs %
(Sen w) -+ © - sBn Ko (Cas X)) .
entonces y' = J—V‘——._’—?—SL»——J_—-’_———»-——--——_«
Cos” X
z 2
_tos xreos k- sen wr{-sen %) _ cos"u + sen ®
2 2
\ [ LY [ =T
=
Lol ot LR -
[ Ejemplo 1 |
Deriva la funcidn:
z tan »
a) y m x° sen x b ¥ = sen x +« cos X c) yo= —%
Resolucién
2
a) v = x° sen x
. 2., 2 .
yo o= T osen %+ xT+ (sen x)
. o z - z
y o oOF dwrmen K o+ xTeCos X S 2 sen % o+ X rons
b) v = sen % ¢« coe
y' = (sen x)'s cos ¥ + men ¥ ¢ (cos W}
. z 2
Y O= EOS xR of COg ¥ o+ ogen X o« (- gen x) = cosTy - sen'x
Yy = cos 2x
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tan x

)

®
(tan x) "+ » — tan » *+ (k)"
Y 2
%
1 B SBern X
——eeee %o — bam oWt 1 — = -
-3 cos X
. COS X cos’ x
b4 z 2
5 3
X - &SEA ¥ CDS X
. cos % K - men X ¢ CO5 X%
¥ 2 2 F
M ®COs X
I Eiempla 2 |

Halla | a derivada de

a) y = sen U(3x + 22
Resolucidcn
al yv = wen (I + 2)

| a funcidn:

b)Y ¥y = cos x4 1)

aplicando 1a regla de la cadena

c) y = tan

V' = gos (3x + 2y (3Zx T 2y =3 cos (Ix + )
2
b3 = gos {4+ 1)
z 2 . z
= - gen (w4 1)eix"+ 1) = - 2% sen (k' + 1)
=) y = tan f ®
. 1 1 _ 1
y = A.,...;....i_“.._-..‘.:‘. - — h‘,‘i‘ i 2 .
cos" Y w A 2 ¥ x cosTyY ou
v s
i ik T TSP AT
1
a) y = BERn X h) ¥y = = cns x
c) oy = ek d} y = 2 tan
&) oy o= ¢ +oxT £) y = sen wetan w
ol i ) (1 bl oy s Dl
j_ ) i ) EREMY XN
= oo chan w T
4 e B tan =
2, Halla la derivada de la furcidn:
al vy = oo S - 2 By v = 2 torn I
) v o= senlax + b)) ) oy cosims + 1)
. 2z .
=)y I oaeny (Swov DD £) vy = sen{dx - 33
R e
gt vy = Eﬁi_? ) =¥ w o men
1Y v = sen cos i) = gen b o+ ocos t
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1 2 - 2
k) v = — + S, T oSen 3x 1} v = cos X
* ®
_ / . Sen x + cos x
m} y = cog ¥ + ® n} w Zon % = cos %
") ¥y = Lt o} v = cat

v o«
pY v = % cot x g} y = ¥ Zx+l -

“sen &x
r} v = (1 + sen 2% s) ¥y = sen Bxcos x
t) v = sen "= 1°
ul vy = 2u sen x - {x*~ 2¥cos n
La funrion secante se define por y = sec x = ED; w

Halla su derivada.
Calcula el valor de la pendiente de la curva y = f0¢)

en &1 punto indicado

= _
a) y 5 tan x X = T
by v = 2 sen x + 1 Ccas x w =0
3 o
_ sen x "
oy == *5 7
E
d) y = % cos x ® = 0O
el = 2 ftanx - 1 £OS % ®_= n
y - 4 ) o d
‘ St
fix 3 sen % %" 18
4
) = cog = "
94y = x ¥a© @
Determ na |a funcién ¥ que satisface laz condiciones:
a) f'(x) = - Ccos x B £7(x) = cos » - sen x
fF) =0 f(0) =1
C) f (k) = s8N % + cos d) f {x) = 5 cos
floy = 3 f[§]=5
1 2
8 f (k) = Z2x — sen x + z ) f ix) = i“:_EgE_f
® ros” x
f¢1Y = ros 1 Fy =1
Prueba gue |a derivada de
a y = s&an 2x puede expresarse como y = 2(2cos’x - 1,
b} y = tps 2x puede expresarse ctomo y ' F -4 SBR X gos X,
c) y = cosx puede expresarse cama y'= - sen 2%
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7. (Fn que punteos la curva
a) y = 2 sep x F Cos 2x hy v = 2 EEHZK + F posix
tiene derivada nula?

B. LEn nue puntar, la tangente al graficn de |a funcidn
y = sen % tiene pendiente m = 17

9. Escribe la ecuacian de |la tangente a la curva y = fGo)

en d punto indicado:

al y = sen x (g h) y = cos 2x (;;wl)

£) y = xisen X (Lo dy y = tan Bx {00,724}
y o ) T 15595

e) y = 2x ros X (T%qO,SOb)

10. Halla la derivada de segundn orden de la funcidn:
a) y = sen’y By v = tan x
11. Determina la tercera derivada de la funcidn:

ay y = EDSZK Bl v = % sen x

&. Derivacisn de funcliones logaritmicas v exponenciales

Teorema 1

La fupcron v = In x es derivable y se cuinple

(10e) ==

Damosteacisn
Sea vy = In x
Ay = In(x + Ax} — In = = 1n—i—gwéi— = 1n [1-+»£K ]
In [{ + _ém] _‘?_ In [1 + A: ]
Ay ¥ ~ ¥
Aw T A - “An
%
B
o1 1n [ 1+ Ax ] Ax
*
haci endo r = —éﬁ— se obtiene
P .
Ay 1 r
"“‘A-K = = lﬂ(l + )
Como lim r = 0, es decir, r tiende a cero cuando Ax tien-
Ax—D
de a cers, entonces
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1 1

iim ‘iy— = lim S Intl + 3" = *é— In lim (1 + ;) °
Ay O o s (3

_ 1 1 1

T xoine s o on
[(EfEmpls 1]
Deriva:
a) y = x In % b y = .iﬂwg_

w2

Resolution

ar v = x 1n x«

= w7 I ox + ox - (Ip x) '
1

yOo= Ivln o 4 owe—— = 1o x4+ |
In x
1 = 2
b oy 2
(I ) e % - Lrow o+ (x2)
VR LR T
[T
L
- L ' — R An x|
Y T T : "
» 3

Halla la derivada de 1a funcidén

ar fCxd = In(Sx - 12 kD y = InC3x - %) ¢ Y = In sen x

Feosnlucién

a) fix) = Int(Se - 1)
1 1 b
- Yy = » by . S —_— . = e
PR Y S 1 (5% + 1) e h 5 TR
B y = In(3x ~ x°)
-3
ym o Ce Sk o= s Zye= L, (3 — Dy = o2 7 =R
. z - 2
I - om Ix o~ ox Tx — X
C) ¥ = 1In sen
e LN cos x = —oow X rot o«
¥ SEn x = SER X L

Teorema 2

La funcidn vy = e es derivable y se cumple
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[ramrrstr oo 15

Foa oy = o
S5 bicoe Loy o=

Comi Ta fomcian doagary b oe der o waile, entonces

oy R

[y

Aplhicands Lo renla dn

— ey =

1o moadera -

- X
Despoiando v sustibtuavendo o = o0 ohbeng

gl »

Deriva la funcian:
a) y = x e B ¥ o= e sen

Resoluc tan

E
A oy Tou o=
\( X, o,
Y T U P P el B
b4 3 ¥

T R e S - AT - [T I

By oy = w osan
» _ £,
¥ T e meeny L R e - A A T A =l 1 ) =

Hall a ta derivada (r. la. funcisom

a) y = " by vy = f:a-h
/
Resol ur:an
a) vy = L_;‘.2:«
. 2 2% &Y

-~ Ve
by v = Eﬁ.(ﬁ?— Yo r,_:\/“ OO S ‘E"Z;‘—_"
: A

- . M
Ya conaces gue la derivads de la funnidan oy o= o ooy 0

. -1 . L
natural es vw'son w0, La regla para derivar ta Funi i dn

7

exponencial permite extender esta regla a exponentes  reas

les.,
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| Teurema

Demﬂatraciﬁn

. 4
al y = x

Deriv

Yy se

. »
ta funcien Yy o= CO0 P e R oy o« U oen toryvab e
L LE e ) r -3
i [ Y= o7

Sean

Come

»
r =nbonces
. roleox . In x . .
Vo= [e J = g v In x) Aplicanda
. la reglo de
La caderna,

Resulueicn

,
\

d)

Edereieios

L.

a)

resr 3 va

eplarate &)

a funcions
= 2 ln o bY v = ga" )y o= 2w o

270
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a la fonci dn:
E] a ‘.
. vz 2 4
h) y m 5 C) oy om oy 4y oy = b
a
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3 1
- 4 - .
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w + 1

d) vy = In x — — el y = e'ln x

1+ In =
) y = &'+ 2"~ 1 g) v = 5
Halla la derivada de | a funzidmn:
a y = 1lnfx + 11 by v = In 2x el y = 1n(3x + 1}
d) y = In(3x"+ 1) e) y = 1Sk — % + 1)
) y = 1ln{l - 2x) ) vy = 1ln x

. 1

h) yv = * 1l ox i) vy = 5 In x

o2

;) Xa
j)y:]_n‘zx k)y::xl.ﬂ}("—-:—
1)y = % + 2 in x - _lg_i m} y = In{ln )
n)y:xs'l-]_nxrfz f‘i)yﬂj‘ex
a) y = 1In sen x
R) v = sen ¥ + sen ln x + In sen x4+ 1n o x
q) = {1 + In sen %) ?
Deriva |la funcién:
a) y = e+ ¥ by y = 27 ey y =e Ty oz o+
gy vy =& " e) y - g ) y = Se’— e

2 .l

g) vy = Se h)y v = 9 w + 87 u
i) y = exs_ax-r:l _J) y = 1n e M
k) yv = x4 2y
Halla la pendiente de la curva y = fF{x) en el punto

i ndi cado.

los incisos by C.

al y = %—1n % o+ 2
b)Y v = %—ex+ 1
c)y y = 4x e+ 2 1n x

gente a la curva en el
xP— m* + 4

In(G"~

a) y
b) y

j= n -4

en X
(o]

L8]

en

punt a
(214)
{133
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O
Halla |la ecuaridén de | a recta perpendi cul ar

= 0,25
]

= 1

a la

indicado.

Determina |a ecuacidn de | a recta tangente en

tan-



14,

11i.

12.

14,

Caloala vl Aresa del triiangulo determinado por la  recta

tangente o la curwa xy = 1 en Puii;i)i v tos  eles de

coordenadas.

Determina en gue puntos de la curva v = fFix) sus  Lan-

gentes pasan por 21 origen de coordesnadas.
e

2 3
a) vy = 137+ 2w+ Sx + G

L34
£

H

By v
Halia la segunda derivada de la funcido:

ay y = In{l - »)

2
BY vy = ex
Halla la Berivada indicada de la funiridrn y = ;ix?
a) vy = Inil + x} (terceral
h) v = a?” (quinta)l
c) vy = e'ln x {seogundad

Hal la £eoy, £ (0) /7 60y y ' "{0),si Fix)} = o'zen

Dada la funcién f(x} = 2. Calcula

FOY + % £7{0) — F'C0),

Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = Ir

sabi endo que su pendiente es 3.

Determina una funci 6n § que satisfaga las condiciones

a) flx) = —3— R R
FE1y = 0 F(1y = 2

£} Fix) = Fix) d)y F ) - fiw) =0
FEOY = 1 fLoy = 2

@) Fiix) = fix) - 3 £) Foixy = 1 + é
Ft0y = 8 Fle) = 1 + e

Denmuestra las reglas de derivacidn del producto y  del

coriente de das funciones positi vas, empleando |a
derivada de La funcidn logaritmo Y la regla de
derivacidn de funciones compuestas. (Sugerencia:

Aplica logaritmos al producto ¥ +» g vy deriva.)

272



e

7. Calrulo de derivadas

Resumen de& | as reglas de derivaci 6n:

« (Ff gy = f7 % g ¢ {e) = 0, c = R
c Ufugd) = flg v f g’ s e fr'= o f7
-[L]':m;f;_ (f = O

7 fZ
. [_f_] - SLe - fa (g = O

q 2

g

X"y = ! (r e [R)

» {gen x) ' = cas = {pos %Y = - sBEn X
= (tan x?} = 12

cos X
v (O 1In o w Y o= —%w « (2= a*

Estas reglas te permiten calcular derivadas de | as fun-
ciones el enent al es.

En este epigrate te proponemns ejercicios que te avuda-
ran a sistematizar | o aprendido sobre el calculo de deri-

vadas.

[ _Ejemplo 1 )

1 5 2x. 1 9 2x

a Si y = 55 X € + 5X€e calcula y''— 4dy"+ 4y .
b) Comprueba que y = e - satisface la ecuaclén
b AN sen'x m C 1 ~ sen x 3 e .

Resol ucidn

a) y = ﬁ% x562g+ é ><sE_Zx
y = %,92“( T% uo o+ %—xg) por lo que
vy o= sz( Té x5+ % xa}+ %~EZK(% x4+ HZ)
y' o= e T% x4 % wts % s % «%)
Derivando nuevamesnite obtenemos:
y' = Zezx(%a wo+ % wt % x %-xz) + ezx(% x*+ k% v Fr 0
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Sustituyendo se obtiens:

X
. . 2 £ = 4
y.qy. "r‘q-y:e A A . S
s )
2%, 3
e (x4 u)
=sen x
Bl oy 2
N BETV
y O ooos ¥ s g
T BETXN L BEny
Y = ToEan ®Xor B +oomE ow v g x4
seNK z
= @ MLDS M - Sy )
Sustituvendo:

2 adnx
£

A Ser »
¥+ vy santy o=

2 2
(Cos 3 ~ gen x)4+ =men w o+

Hanx 2 2
= g oos v — sen x + sacn)
= {1 — sen x) &7 ¥ -

Ejercicios (epigrafte 7)

1. Deriva la funcion:

- N .
a) y = I~ = B) v = sen{ila—1} ) oy o= EVfg + %
; wf— g b

7= ") . 3 § == m_'_\__..‘ — = 2 b _3.'1

dl v Lev 4n 2} vy FE £} vy 2 cos Ex

g e o & .
@y =5 oy = e 3 i)y = ARG T 7D

By o= 0 - DGR 15 k) oy = o Ek o in T

»

m
1} V:Qi%‘ my oy o= 5ot w1 w4 g
7 z 1 E]
= S K
n} y (x 12 i& <+ 4}
Y oy o= sen (ko= x° + x + 1}
2
oy oy = S 12k
a
. |
Py = cos 2L
2
o+ 1
M)y = tan(2Zx — Sts Sudo %xz)

AR

sy B

S) v = In(l + x"— u%)

r) oy =

Al B
4
[

!

£ty v = In (o4
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3 11

3 o
4y —x +n
e

I

ul v

iy = Bt 1mte

W) oy = (Pw o+ 13 x —

(]
S

Pt

LAl

Halla la derivada de la funcidn:

Il
=
~
il
&
b
e
o
o

a) vy

£y oy =

R - A i O v o= BT I
SR A U R YU TR

1
g} v = seni{? - ) hY vy = 5 o (i E,
iy oy = fx:-,'en E 1y 00 = aen f:q
k} v = a seni(bs + ) LYy vy = 5&?!'1(3--\2‘—5}:4--1)
m) v = tan 2Zx + cot ;42 [ JAVIREESENC & FE

—Bx+D
=

M) y = &

Jbax

ny y = g

w A quZQGPm

pY oy = e al oy = Le
Detprmine los puntos en bos cuales la  btangentz  a
curva y = f) ew poaralela al =i=s ».

al) fix}r = i e '12 x® o~ 2x
1

bl Fiw}l = gen r — g 0% Pwo, 0 E o= 2n

c oy o ";/Z‘:x - x*

Halla la perdiente de la recta tengente al  graface
la funcidn en el punte i1ndicado.

al y = Ax"— 237 ¥ o= -1

. . Tt
BY flur = 2x - cos Zx ¥R o
) O Ea
ey find o= ow o+ tan X = 2n
i (g
I
d) v = In oos ® T o

2 -
ey = L witT o
Delermina o1 valor de la derisvads e ba foncaan &
punte indicado.

al y = 7 oosti o2 ¥ = O Led oy s

2|

o



6.

7

8

F.
10,

11.

12,

Dm

14.

15.

c) y = e — & S % i) y = — ® = 1

Si fix) = {ax a blsen ¥ + (gx + dlcos x, determina los
valores de a, b, o y ¢ para gum se cunpl a

Fiiw) = X cos x.

ot e+ 2 :
Demuestra que la funcion Y = — = satisface la
gcunaciasn 1+ (y')z = Dy oyl T
9
Muestra que 1a funcidn y = gﬁ« satisface la ecuacidn
y"F—Y._;.qZ:(}.
M

1 vy = % mos x, resuslve la ecuacidon y ' ° 4+ y + 1 = 0O,

Determina las valaores de a para lps ruales la  fancidér
Fix) = 2ax sen % satisface la cpondicidn:
a) folm) = f " bY £ () = -n
Determing vna funcion f que satisfaga | as condiciones:
a) f{a} = 2 by Q) = 73y = 1

£y = 5 OOy = £ 70Dy = 1

i = W -
£) £(0) = 1§
For o= 2
f":x? = -SEn
Hal |l a las ecusriones de las tangentes a la hipérbola
xy = 1 trarvadas desde el punto (~131).
Halla el angulp de imclinacion de la tangente a la

curva en € purto indi cada

ar y = x* 1 an (0;0)
B y = x™~ 2¢ + 4  en (1,4 ; 3,948)
c) vy = sen x an (r3i})
- x o
d} y = 2Zue [E3g} t-1; - =7
"
Muestra que las curvas v = ax®e 2y — & oy = » - 3 = A0

son tangentes entre si oen el punto (3;Z20) . Dcurve 1o
mismo an el punto (-2:4)7 (Dos curvas son tangentes an

un punto s: tienen ern ese punto una tangente comun. )

El siguiente programa de computacidn, escrito en BASIC,
permite czicular la derivada n—egsima de la {Ffoncicn

¥y = mnen . sCual ec su fundamento matematico?
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10 WEM BPREOGRAMA EFafin DERTVAR LA FUNCION BEND
20 THPUT " Deme ) orden de la derivada a bhallar"iN
DAL 4¥INT(Mf4) N S T ¢
a9 CRINTY 4 derawvada "N"—gzima o Mg
B0CODN e GOTR AT, TO B0 .90
&0 FRINT "oery o w! D GOTE 100
TO PRIMU Ycos " GOTO 100
20 PRINT Yogon o« s 0T 100
Qo PRINT M erge v
100 END
ihf Demuepstra 13 siguients identidads:

Ffwr = ftud [ I i) ] para fix) * G

[

tSuger enciar Halla ls derivada de 1 f(x) sspleandn la
regla de la cadera.?
17. Empleands 1a £4rmula del eiprcicio anterior deriva la

Fureidns

&) flx} = . B} fny o= zln *
) Fixy o= oo " dy Fex)y = (dn o«
2y piuy w (gean ey Py ofiny = xvﬁ

- - 2 -
8. Sean 1a curwa v = 37— 11x7 %+ 3 vy el punto P{1;-3) de
la migsms. iLa rectas tancente a la carva en P corta  al
ceae Met o opn 21 puntog A, La recta perpendioular en FPoa

a2l sie "w" oen 2} puanto B Calroula

i
S

gicha fangents Co

la longytud del seomento AB.

b

19, Domuestra gue 1z

LRCiGn oy e , satisface

1a ecuacion wy ' = yily I ow — 1),

20. Demuestra qus la funoiaon v o= YAV
Cadsn oy’ = 4 1=z 1 oy,
iz
.

21 -t - £ SR, 2 R A .
Lo Demuestra aque la fancion v = » © gatistacre 1la
-

ecuacion R
22, Demussitra aue  1a  funcidn catieface ia

ErUECIan vy T Dyt o4 oy

« G2 ¥ oy g con Tuoncaones der: VELES COofD Se



quiera y M = peg:

s} coenal es gl cosficiente de '+ g &80 R"7,

By prusl de los términos ffeg™ y  feg' tiene mayor
coeficiente en A"’ 2,

Ay,
€} grubntos termnos aparecen en h 7, Jouales son

los coeficientes de quE j‘ogﬂ» 3 _fmag";
f’.p)og‘ =
24, Dada la funcian fixd = Egg—i » Getarminas
a) E1 coeficients de Q‘Egi en .
®
¥ El coeficiente de Eﬂﬂgi @n jlv.
b

APLICACIONES DE LA DERTVADA AL ANALISIS DE FUNCIONES

B. Crecimiento y decrecimiento oo las funciones en un

irddervalo

Teorema 1
(Tearema del valor medio del caleuio diferencial)

8i f es una funcidén continua en € intervalo
[xi;xz} y es derivable para cada x del intervalo
(xigle, entonces existe ¢ e (xslxz’ tal que
{ )y -
f X _f(x‘)

® - X
] )

= fric)

Este teorema es conocida tambien como teorema de los
incrementos finitos y tiene una interpretacidn geomdtrica.
Fx,) = fix )

- X
a 1
AP determinada por los puntos A(xl;f(x:)) y B(x,;f(xz)))

El cociente es la pendiente de | a secante

F tct ea la pendiente de 1a tangente al grafice de f en
(¢ f(c)) .Entonces @ teorema afirma que hay un punto &n el

cual la tangente es paralela e |a secante AR (fiyg. 5-15).

Observa que si escribimos L Hx o, L N Ax Ir
i gual dad del teorema se transforma en
Fle + Ax) —  fix )
: 1. = 7 ¢e)
Ax
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Figg., G.19

0 SR, f(x1+ Aw) == f{xi) + AxL.F U, o oe (M1;N +AM) .

Hasta aher d hemos analizado | a monntonia de las funcio-
nes apoyéndonos, fundamentalmente, en su grafica; el tan-
rema 1 nos permitira obtenar criterios analiticos senti -
llos para €. analisis de |a monotonia.

Teorema 2

Si f es una funcidn deriwvable en 21 intervalo

y para cada % econ a ¢ w T b sme cumple f7 ()
entonces |la funcidn § e5  estrictamente crecien

e intervaln dado.

Demostracidn
Sea f  una funcion gue satisface las premisas  del

tearema y sean oY o, tales que a < LN PR tr. Cver
fig. 9.16).

Debemas probar ppue f(xi) i f(xz).

Coma Ho E Ry entonces x = ® + Ax mon Axox O

En d intervalo Lxl i x27 la funcidn f o5 derivable por
1o que =e cumplen |as premisas del teorema de  los  inore-
mentos finmitos. Entonces existe un punto ¥, con xiﬁ xu< <
tal que f(xz) = f(xi) + AN . f’(xD) s RS deoiv,

f(xz) - f(xl) = AX . f‘(xD)

Loma Aax > Oy f’(xm) > 0, s obtiene:

f(xz) -~ f(xi) 0, 0 sea f(xl) L f{xz). ™

279




!
F(Kz.) -

N

o

|
|
!
I

1+,

RN S
X

Fig. 5S.16
Ow manera andlocga pusde demostrarse el siquiente teore-

nma:

Tearaema
1 f oo oo mridan gderivable en el intervalo fagh)

coroa Low Yo b ome cumple £0te) 900

entonces ls uncion / es estrictamente decreciente

en 21 1nterwaly ddado,

Los teoremas 2 v 3 permiten  raoductes ] analisiszs  del
crecimientn v decrsciniento de unae funcidn al andlisis del

wigno de la derivad. d= la funcion,

Det ~~-mib. 10; interval:,s de crecimiento vy decrecimiento de
la funcion y = _§ x° 4 T 4 1.
RKesoluei o

Como  w = =7+ 2xn = wi + 2) basta analizar el signo de
Ya erprocidn «(c + T). Sa gbtiesne (fig., S.17a):

y o\ positiva Siow o4 -2 A miow o> 0O

¥oes negativa st -8 0 w0

For 1o tanto 1o funcidn es =i ictamente creciente  en
oz inbtervales o —2) y (D50 vy decreciente en g2l inter—
valo ©-23500. =

Lon estos datus podemns hao sy wre eshboza del graftico  de
la funcidse gue, aproximadamnente, s representa en la figu—

ra D.17%.,
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a) h) Y ;

(52
4 + LY %K 7+

v}

i D
-

qfﬂj

“'—4/-5—2—1 o1 2 x

Fig. b5.17

| Ejemplo S |

Analiza la monotonia de la funcién fOxd = x e’
Resoluci &
frixy = e tx + 1). Como e > 0O, para todo = resalta
que f' es negativa =i = 4 ~1 y positiva @i x > —1.
(fig. 5.18a). La funcidn es estrictamente decreciente si
X -1 y creciente si o x > -1, O
Can estos datas obtenenbs un  esbozo aproximado del

grafico de |la funcidn que reprasentamos en |a figura S.18h.

a) b)
.+_
- -1
Fig. S.18

[ Ejemplo 3 |
. e - . 3
Determina 1OS intervalos de monouvsnis de fa funcidn ¥y = % .

Resolueion

Se cumple vy = s o0 vocs oo owo o« WL @ o= O, por lo

tanto la funcidn es estricizsente crecients para = O

para ®x < 0. Coma la funcisn es  continea en x = 0,
entonces la funcidn es ¢raciznis = todo B &
231



_Ejeaplo & ]
Investigar el crecimiento y decrecimiento de la funcidén
y = P 1 .

x7 - x4 1

Rasolueidn

. Px o~ ITxa 1 —(Tx o+ X ix - 1)
Se cumple y© = ~ a P 2 = P P
(" — 7= w7+ 1)} 37— 1) w7~ 13}
-~ Zx - 1 o+ 1

Fara x = 1 vz = Y
(1~ %3 e+ 137

fComo para x = —1 (x+1)% > 0, basta analizar el signo del

Ix ot 1

cociente ——~——>- . Se& obtiene (fig. 5.1%a ):
(x + 127
y' » 0 =1 - l <ow U1
=
v <0 5% < — 1 & i —1 < x < - % & Si % o= 1

Por la tanto |la funcidn es estrictamente creciente en el

intervalo (— %; 1) v estrictamente decreciente en los  n—
tervalos (—m;—l),(ml;ﬂ%) y (1j;w) (wver figura S5.1%9b ). =
al b

Fig. 5.19

En los ejiemplos anteriores se observa que e dominig de
la funcidn puede dividirse en un niamero finito de interva-
los de crecimientn y de decrecimiento (intervalos de mono-
tornial). Estos intervales estan |imtados por puntos criti-
ros, es decir., puntos donde f-(x) = 0 & f "{x) no existe.
Tal divisién del dominio de la funcién en intervalos de mo—
notontia puede hacerse para todas las funciones que estu-

diaras en este |libro.
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Ej ercici os fepigrafe 8)

1. Determina |los interval os de monotania de |la funcidn:

a) y = —x° bBY y = (x~$" ey y = ¥ 25 - &

d) v = ¥V r - 4 e}y=%xg+%xz-bx+8
£) y = x*r 2%~ P A v a @)y = x"-8
z
h)y::xl,) 1)\/:24-;(3
& 1
iV oy = %761 — x? K) y = x(12 - 237
1} y:é—xg-" 2%~ 5% o+ 1

m oy = xo— g w+v 2x%- ax - 28

My = Zx- §% wi- 21x + 3

I a, 13 =2 3
= = + — —_—
s IV 5 X 2‘.~c+9x 5
_ 1 4 3 8 z _
n)y-—z,t 3—x 437+ 12% &
p)y=x5+£gx3+5x—2
2. Analiza |la monotonia de | a funcién:
2 1 5 1 =a
a) vy = x - 2Z2x + 9 b)ywﬁ.{‘-gﬂ
€) y =1 - 4x — x° d) y = (x — 2%
)y = (x + &) £y v = x2Ux = D)
Q)V:—x—_z h)y:__...l:....___._
(v — 122

i)y = — vy = (% -3 x

wo— bu — 14
Y
k)y=;~1x 1) v = x + sen x
3 ‘ 2
m} v = x 1In u n)y=2etx >
1
-a 2"
BY y = e ™ ol y =
®
Py = ¥ ix?- 20 Q) y = x 1n"x
ry oy = xle™™ 5 v = ¥ 2010 — )
£) y = senx + cos’x {0 € % < ;)
uy y o= :15— w P ?i x4 x 4 v) y = xt+ Ax®~ Zax®- 12w
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16) B T |

7.

Demuestra que y = » + 20x - & es una fuocrion oreciente.

EY 7 . ]
femuestra que y = 1 - % — x° g5 una funcior decrecirente.

3

La figura 5.20 muesira el grifico de |a deravada de la
funcion f. PBetermina los intervalos de monotonia de la

funcidn J.

Fig 5.20

. E5 posible que una funcion f sea decreciente en e
intervalo fa3bhbl y exista ®, con & & X5 < h tal gue

al f'(xa) =0 by frix ) > 0O o) f'(xo) no existe

¢ Es posible que una funcion § sea creciente en el

intervalo fa;hl y exista X, son a = % £ b tal que

a) f'(xn) =0 ) f’(xﬂ) <0 ©) f'(xo) no existe

Demuestra gue si €l angule de inclinacien de las tan-—
gentes a la curva y = fix? en cada uno de sus puntos es
agudo, entonces la funcién f es creciente, y %1 2t ob-

tuso, decreciente.

Determinacidn de extrewmos localesy de¢ una Tunciédn

Del estudio previa de la; funciones conoces que un pun-

to %, €s un extremo local. (maximo a minimn) de wuna fun-

cién f, s el valor f(xO) es mayor f{maximo) o menor {mimi-—

mo)

que todos los walores que toma la funcisdn en un inter-

valpn del tipo (xa—égxu+é).

Teorema 1

FPara gue una funcidén de- ivable en X, tenga un extremo

local en X, €s necesaria niue se cunpla Frix ) = 0.

Demostracidn

Consideremos que f tieng un extrema |local en I demcs
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tremos que se cumple f‘(xo) = 0,
Supongamns que f‘(xD) #* 0, es decir, o bien f’(xD) >0
i R I ¢
o bien f %5
Fle * Ax) — fix )
Sea f (x Y = lim ——r L B ot
L —Q Ax

Entonces para Ax suficrentemente peguelio 5S¢ cumple,

cualquiera sea &
fle +AR) = fF{x )}
[n} o

“ — & < N £ " u - .
Id (xn) & 4 e L f (;ﬂ) + £
f’(xn)
y tomardlco & = " resulta
fir)y - f(xD) f‘(xD)
X e S [ Co: W "'hﬂ:‘ A

For 1o tanto para Ax > O se cumple f G0 - fx

Ax < 0O 4 Fix) f(xﬂ). Fo deecir, gue f es ocrecis
intervalo del tipo (KD~Ax H xD+Ax>.

Analogamente, &l f'(xD) LD, ) es decrewociente  en
(s~ Angx + Awd.

o o

En cualguiera re los dos casps f no purdes loner un ex—
Lremo en x5 lo que es wuna contradicoidn. For 1o tanto no
es posible que f’(xn) # O y en Consecuencia se cumple

i) =00 g

Desde el punto de visite gedumet o ao e o oo E A AT

wtremo lo-

17

qQue si una funcion f derivable en L tioe Gn
cal en L entonces la tangente al maf:ca d= 1w ese pun
to tiene pendiente m = 4, 85 decri- Lo femgents oo parale-

la al eje = (fig. 5.21).

Del teorema 1 se deducs gue Los (e, e b LiGE L
funcidn derivable tiene extremos locales estan entree 105

que satisfacen la condicidn Frlw) =

28%




Y

6t

Fexn BF un akXimo Local

Prx,) es on mimimo {ncal

Fig. 5.21

{ Ejemplo 1 ]
Analiza en qué puntos es posible que tenga extremos |oca-

les | a funcion:

a) y = x4 2x bY vy = Sx + 1 Yy = ox+ 2
d) y = 4 sen x 4+ 3 e) y = g x'+ % x - 3x 4+ 1
Reosolucidn

al y = 4 2y

Fara tales puntos debe cumplirse y'= . Como y° = 8x + 2
entonces 8x + 2 = 0O
yl

by v = Sk + 1
La derivada de |la funcidn es y'= 5, La funcidn no tiene
axtremos locales pues y'= O para todo .,

c)l y = w2
v'o= I ® sntonces Sx” = O

th) v = & sen x + 3

y' = 4 gos x y resolviendo ta ecuacien y = O obte-

nemos 4 ros »x =
Coas w0
k1
o= — + kn , k= &
e s 1 2
el [ T - B+
14 g i = He St 1
vy o= Oe e o -
Entonces T w — F =0
T ~1 % ¥ &1
4,2 e T
< 0,681 % o 0,081 -



La comndicidn f’(mn) = O no es suficiente para la exis-

tencia de extremns, os decir, una funcidn puede tener  de-

rivada y'= © en un punto y nn tener extremn en esa punto.
3

Por ajemplo, para la funcion fix) = x + 2 se cumple

f to} = O pera no tiene extremo local en # L O (fig. S.22)-

Existen funciones que ng tienen derivada en un punto,
pera si poceen extremo. For elemplo, la funcion y = |x+1|
(fig. 5.23} no es derivable epn x = ~1, pero tiene un mi-

nimo local en ese puntn.

4 ¥
yexz
N V= [ 4/
},_ i
,2I 4 |01 2 —.; —2 _1l ¢ +
Fig. 9.22 ) Fig. S.23

En la practica es necesario un criterio que nos permita
afirmar gue una funcidn tiene un extremo local. Un  anadli-

gis de la figura S5.2!1 nos permite afirmr:

1 — Ax: alut SRS (3% + Aux)
8i Ffix) crece an (KD A(,xD} v decrece  en a¥ %o «

se trata de an maximo local.

Si f(x) decrece en (x _— Awxwsx ) y crece en {n s+ Awl
o a o o

se trata e un minimo local.

Como 1 crecimento estA determinado por el signo de | a
derivada tenemas:

I x_ es.un puntn de
i - mAaxiM lpcal si f (x) pasa de pasitiva a negatiVv a

minimo laocal si f7{x) pasa de negativa a positiva,

Ejempia =

Halla los extremos locales de la funcicdn

FOx) = x7- 12% - 4



Resol ncidn

Fiwlo= ot 12 - A

Lo cerns g8 £ 08 gon o= 2y
i

ro do F7 sneontr apns TR

__ -~

tuego an w = -7 F' (¢} paza de valares positivos a4

tivas, se trats do un maxino gue e = fL=2)

\'rma.v.
Frv 2 = 2 fF (g} pasa de valores negativos a

s trata de oun minimo gue as vy = {2y - -0,
min
Teorema 2

S T 1 = 80 I O A &
S o oot 5 s
urt extrems local en = .

r

il
-
‘-.,‘
-
~

[y}

i £t Y 2 wes un mawimo local.

Demostracian

Sea £ una funcion doe veces derrvahle e ow

ontonres f

0 el extremo oo UR minimo local .

g -

12,

posiil vos,

Comd 1a segunda dertvaeda de 5 oos 1a derivade de la  de—

rivada de f, ertonces

Ferg coma £ 0 ) = 0 e

2R P ST A N /U S
A —n ) Lo

20 epbances poara S

Fi 01 entemn

AR St 1
se oaemme e

R o To o hanto Avoy

tienan 2! mismo sionrs, wg e e

.
St Aw > U eplonges 2w g w0 v
N ' [ T
=t Aw T 0 meEarg o A [
Lo anbterioar v e 5 T F
crepbe en onroanler vasr G Lo 0 - g

o omry {w

17 Bl ramarnoamiaer

al et ede para

al Laescop daraa 1

i
m
iy

nke peguefio

fa =X ol =00
YL TR L e

Gimewa—

damoest rar



ble, tiene un mirime Towe sl en x|

lLa demostracian oo analogs para o a6

Halla los exitremos locales de la 1anc

a) y u wie
bY ¥ = 2 sen &x + 1, O ¥ x %o

Resolucidn

2 x
a)y yv = x'e

y( = '.?!-.',.F"H + - e -,'“‘zd.h e ,|r3't
oL 2 ‘
Como e > ¢ para todo =, debe 5o R
4
T PO CIYS TR SINC B VT S5 B Ay

Fara « = 0, o= o> 0
. . Y R
Fara = = —-2, vy '= -2 0

Entonces a2 w = 0, v . = 0

min
Y en N o= —3F W = ﬂmri?
' ’ T Tmax -
BY v = 2 sen Px + 1, R -
‘= 4 cos 2

2%

>
I

o

4 cos

cos 2o o= 0

S e ]

2

Como

8 sen 2

vy o=

Para w» = s ¥ -8B sen g = -0 40

para % = e, oy = -8 e

74
En x = —/ = 2 sen S+ 1 o= A
3 Ymax~ © -
3an A
Emn x = . D oner 1o —1
g Yain = % ) -
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Resumery

Para la determinacidn de los extremas lpcales de

una funcidn dehes:

1. Hallar la derivada de 1a funcidn.

2. Tgualar a rern egsta derivada vy resolver  la
ecuacidn obtenida para hallar sus ralces reales.

. Hallar la segunda derivada de la funcidn o ana-
lizar el signo de la primers derivada.

4., 51 la segunda derivada es positiva hay un minimo
vy s1 es negativa hay un maxkimay o,
i la primera derivada pasa de pozitiva a naga-
tiva hay vwn maximo ¥ st pasa de negaltiva a posi-

tiva, un minimo,

91 no oourre ningune de estos dos casos no se

puede decidir .

9. Ealcular el valor exblrean evaluando la  funeion

en los valores de x encontrados,

e s s JE— S—

Ejlercicios (epigrafe 9)

1. Halla los maximos v Ios minimos locales de la funcian:
o

al fix) = x(12 - 207 by oy = oS+ ";x?

£ flw) = T R, d4) fx} o= T o+ Py - L2
ey vy o=t 2t 4w - g £ oy o= w7 & 9w - o8
gy Flud = 42 - hY oy o= @t ar®
IR 4o Y oy = et T

2. Determina los puntos sn oo gue la Juncion  f0 tiense

vrtrepmnos locales. Clasificalos.,

al ple = 9w o+ vfﬁgy by Ffix} =
) piy o= et ¥ gy Fixd = sen x + % sen Ik

r

B) U = b G0 = Voo - Vo

2 EN -
a) flxd = 3 wHl o~ x—1 By fuy o= e
B ofix) = opos o9 o~ kn ocos oo ) SOy = Zx o tan o n
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k)Y ftx) = o %7 - 3x _ 1) flx) = x%1n x

Determina 1los intervalos de crecimento y las extremos
locales de | a funcidn:
a) y = é x? + é—xz — &% + B

x? o+ 2 - 3x2 — 4x + 4

2 24x + 12

il

by v
c) ¥y = 12x% — 30u

d) vy g-x9+ xI— x + 16

Determina los puntos %, O £ x < 2rn, en |los que tiene

extremas locales |la funcidn. Analiza si es maximo a mi-

nimo.

a) y = % sen 2x b v = cos®x - cos x

c) y ; - 2 sen x d) y = sen #(l + cos )

e) y =4 cos’x - 3 ros x £) y =1 -7 seni(n + %)

g) y = 4 sen ¥ — 3 Ccos o ) v = sen % (1 - 2 cas »)

La figura 5.24 nuestra la grafica de |la derivada de la
funcisn F. Halla todas las puntas en las que § tiene

\\\X & //\\w/)
1W3 4 5 X

Fig 5.24

extremos locales.

Y

™~

LES posible que una funriédn tenga un extremo 1local en

X,y no se cumpla f'(xD) = 07

Echoza el grafico de una funcion f que tenga un maximo

local en x =1 y un minimo local en = =3 tal que
a) F(1) = 3 F{3) = a b £°C1) = O F(3) =90
) FU1) = £(3)
dY £U1) = § Q1) = fF(3) = §£°(3)
Denuestra que la funcién carece de extremos:

_ 2 _ X

a) fix) = 5w+ 3 b} fix) = —

) - ax + ¢
A cx + d
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F.

10.

11.

12,

135.

14.

15.

14,

17.

La ahscisa del wértice de toda parabol a que se abtiene
como representacidén grafica de una funcidon y = x2+px+q
€S un punto en ®i rual asta funciédn tiene un extremo.
Determina par esta via | as coordenadas del wértice de
|l a parabola.

Halla e extremo local de |la funcidn y = ax’+ bx + €.
Lbe guée depende que sea maximo o mininp? Da una inter-—
‘pretacidn geométrica del resultado.

Determna py q de tal manera que y = 3 sea un minimo

de la funcion Fix) = x°+ px + g para x = 1.

LFara gqué valores de a, |la funcidén
y==asenx+?%sen3x

tiene un extremo para % = %.- ?

¢ Es un mAximo o un minimo?

Halla los valores de a y b para los cuales la funcidn
Ll

2 .
y =aln x + bx” + x tiene extremos en |os puntos
X =1 = 2.
y xz 2
Denmuestra que
y = {a- w)? ¥ (az— 3%+ e t a - x)z

a + oa * L. + a
. . 1 2
tiene un minimo local cuande x =

n
Demuestra |a desigualdad € % x + 1.
(Sugerencia: Prueba que la funcién f(x) = ee'- x - 1
toma su valor minimo para x = 0.)

Denmuestra | a desi gual dad:

a) senx < x para x > O

b) Inix + 1) < % para x > O

Fasboza € grafico de |la funcién. Para ello determina
el dominio de |la funcién, ceros, puntos de disconti-
nui dad, extremos | ocal es, monntonia, comportamiento en

el infinito y asintptas.

a) y = x%— 3 by y = i G+ ax®— 124+ 5)
FJ z
- -1
2 2
(x ~ 2) ®x - 4
2
— +
e) y = x ) v = X ;: A
‘(2 + &
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18? Representa graficamente | a curva:

al y 3 sen’x b v =

8N X

c) v = & (0 < w < 2m

dy v = 1n sen x (0 < x £ 2mr)

]
el y = NG £) y = (x - 3)Y xz

OTRAS APLICACIONES DE LA DERIVADA

10. Calzufo aproxi mado de los valores de una funcidn

Al estudiar el concepto de funcisn continua vinmos que

para valores de argunment os préximos a X los wvalores de

O'I
la funcidsn estan proximos a fx_ ), en etras palabras, si

X X ox v FAC R f(xo). Asi, por ejenpl o,

o - LI =
sen 1 Sen(IBO) sen 0,0175 = sen O (@]

Si buscamos sen 17 en la tabl a, encontramos
sen 17 = 0,0175

Vemos que en efecto sen 17 = sen O aunque la diferen—
ria es casi 0,02; e5 decir, el error que se conete es casi
0,02.

La introduccién de la derivacién nos permite hacer
cdlculos aproximados mis preci sos para las funciones deri—
vables.

Dado que si f{x) es derivable en %, re cunple:

f(xn+ Ax) — f(xD) PR
At o

lLim
Ay 0
entonces podemos escribir la formula aproxi mada
+ Y o~ Fix )
f(xD Ax f xD ™~ A7 fwr ]
Ax e _’l ‘LAU,J

con cual qui er precisisén dada de antenano, siempre gque 5e

#scoja Ax suficientemente pequefia. Esta férmula puede es-
cribirse:

2 + - £
f(xD+ A f(xu} Fitid ! (xD)

}
Y serad nuestra f&rmula basica para € calcule  aproxi nado.

Utilizando esta férmula, tendrenps en el calcule de
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[=}
sefn 172

o Ei1 n
1Y = +  ge + . = 5
sen sen (0 180 } & omen O 166 cos O O.,0175

gue coincide con el valor de la tabla, es decir, tiens

-ty
arvor mentr gque 510 7.

[[Eiemplo 1}

e
Calcula aproximadamente v 38 .,

Reoolucidn

Para aplicar |la f&rmula debemos encontrar un L prox imn

a 38 #n @ cual se pueda calcular con exactitud ¥ x5 en
0

este caso ms claro que ® = 34 conviene. Entonces

VEraI vl
Entonces la expresion f(xD+ Ax) = f(xo) + Ax ¢ f'(xD)
adguisire la forma

S8 =56+ 2 2V 36 + 2 e A 6,17

- e
Fn la tabla de cuadrados 1[58 = h,y1b6y &)l error es  menor

que 0,01, -

| Ejempls 2 }

Calcula tan 45,15°,

Resol uridn
Observa que £1 valor que buscamos No esta en la  tabl a,
0 sea, que aplicando &l procedi m ento que estudiamos paode-

mos mejorar | a precisisn de |la tabla.

Considerando Yy = tan x =& tiene y' = 1
cos”x
Por lo tanta tan(x_+ Ax) x tan x _ + ——J%}—
9. oS X
Coma 45,15% 45% 0,15%, convertimos a radianes y tomamos
_ 0,159 . & .
g~ FT Y Ax = -—pest— ® 0,00262  obteniéndose

tan 45,15°= tan 5%+ Q 1571 x tan(h— + 0,00262)

i3 0,00242
5 tan T-l—‘z—ﬂ
[l 13
4
0,002672
= 1 + ’“l“f_é”_ = 1,00524
—

224



En la computadora de t U escuela puedes encontrar que
con seis cifras el valor es 1,00525, es decir, d error

aparece s5lo en |a sexta cifra. -

| Eiempla 3 |
Justifica |l as farmulas de calcule aproximado ¢ x =22 O D3;

———rmy

a) 1 +x s 1 + mﬁu

1 el
BY 4 5 ® 1 o>

Resolucion

— 1
a) Y+ A1 o+ %o e = 1 4

A
T
271
1 1 -t _
b % = X ) + M . —;-'E--“ =1 - = -
Ejercicio5 f{(epigrafe 10}
1. Calenla aprovimadamente:
4 poimm—y

a) vos &1° B tan 44° ) 72 d) 17

e) sen 31° £ 4.1 g} sen 20,17° k) cos 59,857
2. Halla el valor aproximado de la funcidn:

a) oy o= 9o 4%y oy o4 3 para x = 1,03

by fix) = Vfi + x para x = 0,2

1__.,.2

cl fixdy = e 7 para x = 1,030
3. Halla el valor aproximado de tan 857720 .
4, Deduce la formula aproximada (% + A u? EHRFA N

(para valores de ‘AN' pequefioz en relacion a =)
Da una interpretacidn geométrica a esta fermula,

(Sugerenciar Haz el analisis en la figura 9.25.)

Ax
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5. Deduce la férmula aproximada
(x + AdY x x? o+ meaAx
Da una interpretacidén geométrica a esta férmula.

(Sugerencia: Dibuja un cubo de lado » + Ax.?

A4, Deduce ta formula aproximada:

8 3
YR o+ Ax Y x +—Ax

3 k|
y halla 1les valores aproxi mdos de ¥ 1o , /‘7?,

B
200 .

W
7. Demuestra, basandote en la ley de Ohm [I = :-:e']’ que

una pequefia variaci®dn de la intensidad de la corriente,
debi da a una pequefia variacidn de | a resistencia, puede

cal cul arse de manera aproximada par |la férmula

AIz*——ﬁ——-'AR

* .

B. Demuestra que un error relativo de | % , <cometido al
determinar |a longitud del radio, da lugar a un error
relativo aproxi mada de un 2 %, al calcular el area del

circula.

11. Problemas sobre valores extremos

Muchos problemas practicos de optimizacidén pueden  ser

resuel tos aplicando € calculo diferencial.

[ Edemplo 1 )

Halla dos numeros naturales cuya suma sea 120 de tal mane-
ra que el producto de una de ellas por el cuadrado del
Otro sea maximo.
Resolucidn

Para resolver e problema se requiere optimizar un pro-
ducto, el primer paso consiste en representar ese produc-
to mediante una funcion, es decir. nmodelar & problema ma—
tematicamente.

Sean N1 y N2 |l 0s nimeros, entonces € producto de uno

por el cuadrado del otro se puede representar
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y ambos numeros estan relacionados por la escuacidn
N + N = 120
1 4
Represent enps el producta en funcidn de uno de los  name—

ros, Sea N1: ¥, entonces Nz = 120 — x y

P o= Plx) = x°( 120 — x )
pe esta manera hemos encontrado un nodelo matematico al

problema practico: encontrar el méximo de La funcisn

Plx) = x2(C 120 ~ % ) = 120xz - xa en 21 intervalo FOjw).
Derivando Prix) = 240x — T
240x — k% = 0

Ix{B0 — %) = 0O
*» =0 & x = HO

P* (x} = 240 - &

BF*"(B0) = -240 <« O hay maximo lpecal.

Como en [R5 B0} la funcidn P crece y en [80; o) de—
crece, el maximo hall ado s absoluta, es decir, es el
mayor valor qgque toma la funcidén.

Calculanbs y = 120 - % = 40

Respuestas lLos numeros son 40 y B0. -

I Ejemplo 2 |

Se necesita una superficie rectangular cercada por tres de
sus lados con tela metalica y por el cuarto |lado con un
muro e piedra. Se dispone de 20 metros |ineales de tela
metilica. Calcula las di nensiones que ha de tener la su-
perficie para que sSU area sea lo mayor posible.

Resoluci ¢én

En la figura 5.26 aparece representada
* |l a superficie. Su area Bs A = wy siendo
mul—?( ’ x,v |0s ladns de2 rectangulo.
Fig. 5.26 Como se dispone de 20 m de tela met4li~
8, entonces Mot oy + % = 2Zx 4+ y = 20, es fdecir,

El 4rea es A = A(R) = (20 - 2x) = 200 — 2w con

Y€ w < 10,
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h = -
Entonces = B S ey — = 2

Respuesta: La al Cura del cilindro debs wer e dable del

radio de | a base. m

Hesumen

Fara resolver un praoklema schre valores extremos debea:?

1. Dibujar una figura de amilisis (si es neaesarlu).

f. Determ nar- cual es |la magnitud a optimizar, es de-
cir, a macimizar u mnimzar:

3. Expresar esa magnitud en funcién de una sela varia-
ble.

4 Determinar el extreno pedido.

5. Responder a la pregunta del problema.

Ej

1.

ercicios (epigrafe 11}

De todas ias pares de rumerns naturales cuya swnma es

10, scuadles son los que su producto es maximo?

Determina &l numero positivo que al adicipnarle su re-

ciproca == obtiene la nenor suma.

s Lual es el namero positivo que sumado con d cuadru-

plo de =su recipraco da e menor resultada?

Hal | a dos nameros cuya suma sea 18, tales que € pro-

ducto de uno de ell os par el cuadrado del otro sea

Max i mo.

Hal | a das numeros cuya suma sea 24 tale.; que el produc-

to de uno de ellos por el cubo del otra sea maximo.

Hal | a das numercs positivos cuyo preducte sea 16 y

al su suma sea minima,

b) la suma de uno de ellas con & cdadrado del otro sea
minima.

Descomponer un numero gositivo dado {(a) en das suman-

dos, de tal forma que su preducto sea el mayar posiblea.

l.a suma de tres numerns naturales es 18 y se zabe que

a menos dos de el los son iguales. JCuidles son estos

nimeros si su producto es maximo?
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F. o Fara qgue fraccion de numerador | se obtiene la mayor
diferencia cuando ce resta de ella su segunda y tercera

potenciac?

1. De todos los tridngulos isosceles, Cuyas base y altura
suman 20 cm, , cuadl es la longitud de la base de! que

tiene aArsa maxima?

11. Entre todos lous rectiangulos que tienen 48 cmde perl-—

metro, 4 cual es € de a&rea maxima?

12, Con un trozo de al ambre de longitud 1 se guiers formar
un rectangulo cuya area sea la mayor posible. Calcula

sus dimensiones.

13, Se desea construir una caja abierta, en forma de artp
edro de base cuadrada y c¢on ura rapacidad de 108 1i-
tros. Ouales deben ser sue dimensiones para que tenga

minima superficie y, por tanto, minimo costo?

14, De wna hoja de vartan cuadrada de 18 cm de | ado, hay
que hacer una caja abierta que tenga el mayar volumen
posible, recortando cuadrados iguales en las esqui nas
y doblando después | as salientes {(fig. 5.27) .

Lual debe ser la longitud del lade de 30S cuadrados

cortados®?

[
|
1
l
!
|
1

Fig. .27

.3 . - . .
13. Una hoja de papel para un cartel tiene una superficie
de 2 m°. Los margenes superior e inferior mden 20 ¢m

y los laterales 12 cm. ,Cuales son las dimensiones del

papel =i € area de la parte impresa es maxima?
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16. A Uha semicircunferencia debe inscribirse un rectangu-
1o can |la mayor &rea posible de mado que un lado del
rectangulo esté situada sobre el diametro de la semi-
circunferencia. JEn gqué razén  deben estar ios | ados

del reectangulo?

17. A Un triangulo isssceles ABC de base @B = 10 cmy al-
tura sobre la base CD = 20 cm se |le inscribe un rectan
gul a con dos de sus vértices en AB. Calcula | as dinmen-
siones del rectanguld para que sSu Area =e3 maxima.

18%. Se inscribe un rectangulo en | a elipse E%; + E%; = 1

con sus | ados paralelos a las ejes. Halla las dimen-
siones de dicho rectangulo para que
a) el Area sea maxima,
k) el perinetro sea maximo.
1?. Halla las di mensi ones del rectiangulo de &area maxima

F
que tiene uyno de sus vértices sobre la curva y = &

y uno de su5 | ados sabre @l eje x ( fig. S5.28).

2
-k

777
77 N

Fig. 5.28

* - .
20. Halla la altura que debe tensr un cilindro circul ar
recta inscrito en una esfera de & m de diametro, para
que su vol unmen sea maximo.

Zif Hall a eI radia del cono circular recta de volumen maxi
mo que se puede inscribir en una esfera de I m de ra-
dia

22. En un cono circular recto de & cm de radin,v 8 cm de
altura se inscribe un cilindro cireular recto. Halla
e radio del cilindra para que

T01




a) su volumen sea maximo,

h) su area lateral sea maxima.

* . . .
2Z. Determina las di mensiones del cilindro circular rectno
de arsa lateral maxima que Se puede inscribir en wuna

esfera de 4 cm de radia.

* . .

24. Calcula la altura del cono circular recto de maximo
volumen que puede inscribirse en una esfera de radio R
dada.

2%. Halla sobre la recta y = x €& punta & tal que La suma
de las cuadrados de sus distancias a los puntos

Pilva;03 ’ Pz(a;O} y PB(O;b) sea minima.

26. 2Cusl es el punto de la curva 4y = x> mas préoxime  al
punto At0z4) 7

27. El al cance de un proyectil {mn tomando en considera—
cidn |la resistencia del aire y otras causas perturba-
doras) estd dado por |la férmula

2w
L =——E—D— S8R a4 Cos o
donde Yo representa d valor de su velocidad inicial
g 1la aceleracidn debida a 1a gravedad vy u el angulo
de tiro. ;Bueé valor ha de tener a para que el alcance
del proyectil sea maximo?

28." En el probiema anterior, la altura del proyectil en €
instante t esta dada por |a féarmula

g t?

Pedb

h = v t sen o —
e

Halla |la altura maxima que al canza € proyectil para

una velocidad inicial y un Angulo de tiro dados.

12¥ Rapi dez de cambio

Connces que si UN punto s8 mueve ron nNOVimento recti-~
ltneop uniforme, entonces | a erwaciésn de su  movimiente es
5 = 5u+ vt donde s es e valor del desplazamiento, 5 (=3}

a
valar del desplazamientg inicial, v el wvalor de |la veloci-—
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dad y t &) tiempo.

Dhserva nue como en este caso la velaridad es constante
resulta que el desplarzamiento es una funcidn |ineal del
tienpo, es decir, s = s(t) = s, * vt.

Se cumple entonces s ¢t} = v.

£n e caso general de cualquier clase de movimiento,

uniforme o no, se define:

| .
| -+ velocidad en un instante dado =s La derivada

Ldel desplazamiento con respecto al tiempo.

[ Ejemplo 1 }
La ley del movimlento de wun mdvil es s(td = 5Ot - 10t*
(s en metros y t en segundas). Calcula su velocidad a los

2,0 s

Resol ucisan
Derivando a 5 con respecto a t se obtiene:
vit) = s°(+) = 90 - 20t y evaluando para t = 2
v{2) =s"¢(2) =50 - 40 = 1D

Respuesta: A los 2 5 la velacidad es de 10 m/s. -

| Eiempla 2 )

La ecuacién del movimiento de un punto es s = 12t = —3—1.3
donde t se mide en segundos y s enmeiros. Determinpa el
instante en que ei m4vil re detiene.

Resaluci on

La velpeidad en € instante t es

v = 5° m12——-—gt2
Cuando &1 mévil se detiene su vel ocidad ea cero, par lo
tanta 12 - _%_1-_2 =0
4 2
—— = 12
Tt
tm =9

Como t 3 @, entonces t = 3.
Respuesta: F1 mivil se detiene a los 3 s. -

EX concepto de velocidad puede extenderse a un problema
mids general: Supongamos que m = m{t) es una magnitud que

depende del tienpo, entonces
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[ o N e e e b oSt A 8 R R s o i e

La rapider conp gue capbia |a magnibtud moen wun inst ane-

te dado e=s |la derivada de m cor respecto a trempa.

[ Ejempia & )

La ley del movimiento de un punte es s = t% 217 + 5L - 1,

expresindose t en segundos y s en centimetros, Calcula | a
aceleracidn del movil a low 5,0 =,

Resolucidn

La aceleracisan es la rapidez con que cambira la velooi--
dad, e& decir, |la derivada de la velocidad con respects al
tiempo. LComa 1z velocidad es | a derivada del desplaraniern-
to resulta que |a aceleracion es La segunda derivada del

desplazamientao.

Entonces, v = g = 3t gt + 5
a =y’ = g’ = & ~ 4
Fara t = S se obtiens a = 24

- — z
Respuesta: La aceleracion a |0s S s es 286 cmis™.

[ Exemple 2|
Una esfera di? metal se dilata por el calor da tal manera
que SuU volumen €S ¥V = agwntl +* 3t)3 (t en segundos y V
en centimetros cibicos). Calcula:
a) H wvolumwen imicial..
b) La rapidez can que varita el volumen a los 3,00 s
Resolucidn
a) El volumen inicial se obtiene para £t = 0, es V = 4, i%
b) Cal cul anos |la derivada del valunen can respecto a
ti empo Vo= 12n41 + 30)% -
Fara t = 3 ge obtiene V- = 3770

Respuesta: El velumen inicial es de 4,19 cm>. & las 3 se-

gundos € volumen cambia can una rapidez de 3,77 dmals..
[ ESempic 5 |

Uno de los catetos de un triangulo rectangulo varia de tal

manera que su longitud es S + 2t centimetros ¢t en se-
gundos) mientras que | a hipotenusa as constante e igual a

80 cm. Calcula | a rapidez con 1a que esta canbiando el
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oiro cateto cuando el primero mide 3G cm
Respolucidn
Gean a = 2 + 2t un cateto y ¢ = 60 |la hipotenusa del

triangulo

El otro catetoes b =Y e® — a> = v 3600 - (2 + 20)%

Cal cul enns al cabo de que tiempo el catetm a mida 36 cm
2 ¥ 2 = 36
t =17 , es decir, alos 17 s

Derivando, se zbtiene

b' = -4 (2 + 2t} - - 4 — 4t
2 # 3600 — (2 + 2832 ¥ 3596 - Bt - 4t
Evaluando para t = 17 obtenemps b° = — 1,%.

Respuestas El cateto esta cambiando ceon una rapidez de
~-1,5 cm/s, es decir, esta dism nuyendo i,% cm cada segun—

do. =
Ejercicios (epigrafe 12)

1. Calcula la velorcidad y la areleracidn cuando © = 1,0 de
los cuerpos cuyos mowvimientos rectilineos obedecen a | a
ley siguiente (las distancias s& suponen medidas en

centimetros y los tiempos en segundos):

a) s = t°— t + 4 D) s = St

-] 5 b3 -
c) s =t + t + 2 d)y s = £7 - £7 + 2t + &
e) & = t*- t2 + 2 ) s = san % t

g) s = 10 cos % t

2. Calcula la velocidad y |la aceleracicon iniciales en €
movimiento de ecuacidn (t en segundas , 5 en metros?:
a) s = t*+ 3t + 4
by 8 =8 wvos 2t + 4 sen 2t

3. Calcula la puosicisen, velocidad y aceleraci 6n iniciales

y después de 10 s (& en segundos y s en metros),
a) s = 2¢7+ 3% + 4t —- 20

bh) 5 = cos %t + 20 sen % t
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10,

11.

12.

Un punta me nueve de moda que =1 desplazamiento og
5 = 16 + 4Bt - t°. sCuando y donde se detiene?

JCuindo y dénde se detiene un médvil cuyo moavimiento

tiene par formula x = a sen at ?
Para un mévil, | anzada vertical nente hacia arriba, | a
ecuacidén del movimiento es s = 56t - 4,9tz. Hall &

a) las expresiones de la velocidad y de la aceleracién
en cual qui er instante %,

b} € instante en que la velocidad es nula,

c) la maxima altura al canzada

Dos trenes parten de | a misma estacign, uno hacia €
sur a 50 km/tr y €l otro hacia el este a 70 km/h. 2Con
gué rapi dez se estian separando?

£l Angulo a en radianes, girado por una campana en t
segundos, viene dado por |la f&rmula a = 4t + % - Halla
la expresidn de sU velocidad y cuando esta se anula.
Por d eje x se mueven dOosS puntos que tienen respecti-
vamente |las leyes de movimiento x = 100 + 9t vy

x = %- t*cont = o. sfCon qué rapidez se alejarin estos
puntos, uno del otro, en el momento de su encuentro?
{x se da en rentimetras y t €n segundas).

Un punto se mueve sobre la hipérbola y = 1—3 de tal

mode que x = t (t en segundos, t > 0. 4, Con gueé ra-
pidez variara su ordenada cuando € punta pase par |a
posici 6n (5;2)7

Uno de los lados de un rectangulo tiene una |ongitud
ronstante a = 10 cm, mientras que € otra, b, es va-
riable (b = 2 + 4%, t en segundos). ;Con qué rapidez
aumentan la diagonal del rectangulo y Su area en €
instante en que b = 30 cm ?

Los extremas de un segmento AB de 5,0 cm de longitud se
deslizan por las rectas perpendiculares entre si 0OX vy
oY (fig. 5.29).
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¥ £l punto & @se mueve de tal manera
B
gue su posicidn @s xS Zt.
t JLual o =serd la velacidad de des
plaraniento del extremo E P 2]
e ——— ~
0 A % instante en que el extremo A
fig. 5.29 se enruepntre a una distancia
08 = %,0 cm  del origen de coordenadas?

fiercicios del capl tula

1. Calcula la derivada de la fungidn:

1 ; 2
La) = w0e IEn By Yy = om o o — b 10
. “!2
= =
=) v = Ay - wh dy vy = _}qugf“
) y )24
?._ x’s— iy
§ 7 2
gy v = x e Y oy T e
q) y # In (§F = ") WY y = In sen x + In cos ©
1} vy = 1n(u{a+ 8::2—!- té) 1y v =
KY v o= % o 2 osen 1Y v %
2. Sabiendn Aque y = efsen ¥y = T e os ® o Oemostrar que
vy o= 2z ¥ 2T Py
I, Deriva:
a) v = LR e+ &
’ TR TET T
2 2
by y = et R SR N
wi— 3x o+ 2 w¥o o - b
Pt bx + 1 2
) oy o= ____.ﬂ...z_-"r,.fm...___,. x -
wo— 9
4. Datermina los intervalos de monotonia de la funciont
o ]
a)l o= = bl w = _.ﬁ:‘j:,_m
5 I - on
) v ow uTiw o~ F) 4y y =
I-‘-‘) \;r = 4’:) v -
gl oy o= By oy = In (x5 o+ 1)
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9.

i) y = »x - 2 sen’x iY y = 51 - coa’x)

k) v

)

o =

In sen x (0 £ % £ )

If

1} v T+ e WLy < 2n)

4Bué punto del grafico de la funcidn y = In x tiene 1a

nmenor distancia a la recta y =%x + 37

Muestra que la derivada de |a funcidén

.1
y = %1 cos 2w 16 'os B es y' = sen 3x Ccos 9x.
51 y = 3sen x , halla 1los valores de x que satisfacen
| a ecuacisn y' +é-yz— 3 = 0.

finaliza |a monotonfa y determina | 0S extremos |locales

de la funcidn:

a) y = x°~ 3x%+ 3x - 10 By = 3
1 - x*
x2—4 2
c) y = 3 dY v = 3 sen'x (0O = » = 2n)
I - =
e) y=2""" (0<x < 2m
)y = 1 + o x
1 - ¥ x
Q) vy =1 +1In gen X (O =X x < n)
h} fi{x) = 3J(sen % + cos x) 0 x £ 2n
1) gix) = & — 3 ln(e™+ 1)
Muestra que | a funcisn y=%ln :+ na tiene ex-

tremos |ocales.

10¥ Halla una funcidn f que saticfaga | a ecuacidén:

a) 2 fux) +1 =eX
B) € £ (x) 32 - Ix £ (x) + 2x° = O

11. Halla dos funciones f y ¢ tal es que:

a fFrix) + 2 g'(x) =2 b) [ ix) + g ix) = 3x
Fix) — g ix) = 0,5 F ) - giix) = x + 2

Sea f (x—1) = x%.

a) Halla |l a ecuacison de g, Si
gix} = flu+ri) + fx) ~ fin—-1),

£) Prueba que en €l punto ® ="3, | a tangente a grafi-
cea de ¢ es paralela d eje x.
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13«

14,

) Calcula A°€2) si hix) = glx)g{x+l).

Un punto naterial realiza d movimiento rectilineo se-
gan la ley s(t) = 5t + 2% - $t’, donde r. es el des-
plazamiento en metros y t, el tiempo en segundos. JEn
qué i nstante de tiempo, t, la vel ocidad de movim ento
del punta sera maxima y cual es 1la magnitud de esta
vel oci dad maxima?

Halla € area maxima de un rectangulo cuyos vertices
estidn en € origen de uUn sistema cartesiano de coorde-—
nadas. sobre d ej € x, cobre el eje y y sobre |l a para-

bolay = 4 - x*.
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£1. CALCULO INTEGRAL

Debemos retarnar al sigla V a.n.e. para hablar del
Calculo Integral. En esa e¢paca el matemitico ¢griega Demd~
critp de Abdera, establece | a nocidn de geometria atémica
al concebir un segmento, un Area O un volumen coma inte-
grada par uUn enorme (aunque finiten) numero de atomos indi-
vizibles. Azi por ejemplo, &! volumen de un =s&lido era 1la
suma de los wvolumenes de 10S Atomos que componian al sali-
do.

Tres siglos mas tarde, es atra ver Arguimedes de Sira-
cusa, quien utilizando las teorias de DemScrito y el Meto-
do de exhauscian de Eudoxio, realiza la mas importante de
las aplicaciones de estas ideas y ton ella se aproxima
considerablemente al Calculo Integral., Arquimedes, en SU
obra Le cuadratura de | a paribola determina el 4rea de un
segmento de esta curva usandao los procedimientos mMenci ona-
dos y demuestra que;

e area del segmento de pa—
rabola es g del area del

triangula gque tenga i1gual

altura que e? segmento pa-

rabdlico (Fig.Tdv.

La nocisn da integral se introduce de nuevo en 1635,
cuandos e} ital iano Buenaventura Cavalieri (1596-1&647) re-
gresa a las ideas atomisticas de Demdcrito y publica en
1635 un tratado en @ gue describe su método de los indi-
vi si bles, mediante el cual encuentra un teorema geométrico
que resulta ser- equivalente al que medi ante en nuestra ac-

tual calculo integral se expresa:

n Nr”i a ar”i
Jg xodx = i+l 0 - n+l

Estimulados por- las i deas de Cavalieri, otraos matemsta—
ros se dedican a buscar areas de curvas, y entre estos se
destaca Fermat €l que censidera €l intervalo de area baja

una curva para farmr rectangulos elrcunscritas. Suma  des—
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pués las Areas de estos rectangulos, que considera cada ver

mas pequefins y obtiene de este modo el Area baja | a curva

\

(Fig-ID).

S
Fig. 11
Y es de nueva ntro de los grandes natenati cos, el 1n-

glés Newton quien par primera vez calcula un area:mediante
el proceso inverso de 1n que congcemas par derivacidn. De
este nmoda descubre | a relacién inversa que existe entre | a
determinacién de |la pendiente de una curva y del area bajo
esta, es decir, |a relacién que existe entre el Cal cul o
Oferencial y el Integral

Es el gran matemitico aleman Leibniz, quien por prinmera
vez hace uso del actual signo de integral. EI 1lo denota
por una S alargada S, y la deriva de 1a prinera letra de
la palabra latina Summa que indicaba |la suma de los "indi-
visibles' de Cavalieri.

En este capitul o aprenderas de una manera sencilla |os
Conceptos de integral indefinida y definida. astf coma
aprenderas a calcularlas y, en especial , los podras usar
para cal cul ar areas que antes no podias hacer con | as far-—

mulas conocidas.

311



CAPTILD
O

CALCULO INTEGRAL

INTEGRACY ON
1. Primitiva de una furcién

En este capitulo consideraremos € problema inversa al
planteado en e anterior: se trata ahora de encontrar 1la

funcidén conpcida SuUu deri vada.

Definici 6n 1

Sea fix) definida sebre un intervalo I:
F definida sobre I es una primtiva de ¥

si F' (x) = fix), para cada x ¢ I .

Comprueba en cada caso que F(x> as una primitiva de f(x?

en el intervalo dado.

a) FCxd) = ;—xa r S = x° en R
B FOXO = 2 %"+ 8, f(x) = x* en R
€Y Fx) = ¥ x , fA(xd) = - en COy oD
2 X
Resolucidén
a) Fix) = % x? es una primtiva de la Funcion fFlx} = x~

en {(—w,w), puesto que li— KEJ' = x* para cada x E K.

b} La funcien FOo = 2x"+ 5 es unaprimitiva de la fun-

cidn  fix) = x% en (—m,w) , puesta que [% %+ 5] = x>
para cada x = R.

c) La funcidn F(x) = ¥ x es una primtiva de la funcidn
Fluey = S en (O,m}, puesto que ('f ® J =t

27 x 2/ x =
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En el ejempla 1 puede apreciarse que la funcidn primi-
tiva de una funcién dada no es Gnica.

Teorema 1

Si Fix) es una primtiva de la funcidén fix) so—
bre I entonces F(x) + c es también una primfti-
va donde © es un nimero real cualquiera {(cans- l
tante) .

Pemostracion )
Tenemos gue (F{x) + <}’ = F ' (x) + (€)' = f(x) + 0 = fFlx). g

Teorema 2

5i F(x) vy 6i(x) son dos primitivas de una funcidn f
fftx) sobre el intervalo I, entonces Fi{x} - Gix} = cC
en I, donde £ es una constante

RDempstracion

Debemos demostrar que Hix) = Fix) — Bi{x}) = &, para esto
es suficiente demostrar que H' (x) = O spbre I. B efectao,
Sl se cumple tgus H’ (x) = 0, par el teorema del wvalor medio

del calculo diferencial se tendra que si X, % & I,
Hix ) = Hx ) + C_ — x ) H ix) = Hix )} ¥ < ox L ox2?
2 1 -4 i 1 £

es decir, Hi{x) = c sobre I.

Por hipatesis F (%) = B (x) = f (x) .

Derivando Hix} obtenemos:

H (%) = F' (x) — B'(x) = filx) - fx) = 0 para toda x « I
tomo se queria °

No siempre es facil determinar una primitiva de una
funcidn dada, no obstante si | a funcidin f es continua en
el intervalo I, se puede afirmar que la primitiva existe
aunque na podamos calcularla. En este cursa nos |imitare-—
mos a determinar primiti vas para funci ones elementales es-

tudi adas en cursos anteriores.
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Teorema 3

En rada interval o donde estan definidas, una
primtiva de |la funcién:
- &) P 1 *
a fFix) = x (o ~1} 8s Fix) = 5+ XA 1
21 a = -1y x 2 0es F(r) = 1In
b)Y gix?) = men x €S GBir) = — Ccos w
) B(x) = ros x es Hix) = sen *
4} itx) = e’ es I(x) = ga°
L. o
Demnpstracidn
1 ov 1y 1 o _ A
a)[o-‘—-:—i—x ]~;—-;_——‘—(a+1)b\—x‘
51 a = -1 entonces Fix)= INn % pues (Iln x)* = :;I' - %!
tr) (- cos 2} = — (cCas &) = - (- sen x) = sen X
) (sen ®)' = cos %1
Xy, *®
) (e’ ) =g a
[Ejempio 7]
Determina todas las primitivas dei
2y x* bl sen x ¢y oF
Resalucion
a) Una primtiva de x %'en cual qui er intervale donde este
. 1 1
- SNV S -1
deflnldaes._2+1:¢+ -xt = o g [teorema 3 a).
Todas las primtivas se obtienen sumando una constante,
luego las primitivas de x* san - i‘- + C .
by Una primtiva es “ros » , todas |las primitivas se ob-
tienen sumando una constante: - cas X + C.
c) e + ¢ -

I_Ejempln 3]

Sea f(x) = :_c , determina la primitiva F de f tal que
FC1) = S,

Resolucidn

Cabemos que una primiti va de ;t— es In %, topdas las pri-

mitivas se representan en la forma;

Fix) = In x + C

314



Para determinar el valor de £, sustituimos para x = 1
F(l) = 1In 1 + c = 0 + C luega ¢ =2
¥ Fix)} = 1n x + 2 -

Ejercicios (epigrafe 1}

1. betermina cuales de lar siguientes funciones son primi-—

2'

4,

—h

tivas de |la funcion fx) = (x + ¥ en R

i 1 a -
a) Fix) = 3 &k + 1) +3 b) Fix)= 3 (x + 17 + 5
£) Ftxd) = 3 tx + 10% + 5 di Fix) = % ¥+ x%4 w4+ 1L

Comprueba en cada casa, si Fix) es wuna primitiva de

tx) en e intervalo dado.

ay Fi{x) = % sen Ix fix) = cos 3x en R
b) F(x) = 2% =8 , fix) =6&x° -8 en R
c) F(x) =3 +cosx , fFfix) = - sen = en R
d) Fix) = 2x + &% y Fix) =2 + TP en R
e} Fix) = cos 2x + sen » , TFi{x) = cos ¥ - 2sen Zy en R
*

£) Ftx) = —— fix) = X en R

2 ®

® 2 3 *
g}y F(x) = 1n x” + In »w + 3, Ffx) = < en R,
Determina una primtiva de:
a) x° b) sen x ) x P d) cos ®
3 z
+ *

®) ; . ® §1 " gl % v % O fv) cot x sen x
Determina todas las primtivas de:
a) cas x  b) x c) ef d) sen x

e®* — 1 en 2% 2
e) 3 L 3 J-E—E T R R T PR S T PR

B 2ros K o
i} Zeos x - cos (~x) jy E95 % 7 cos A

sen”
’ 8 _

Ky —X"2 w3z R 1y

Yu o+ 2 -2 e o+ 1

Dadas las funciones primitivas de La funrcidén f, sscribe

la ecuacidn de dicha funcidn (c: constante).

a) Fix) = 3x% + Oz + c
by Fix) = & + cos x + ¢
cy Fx) = Exz -1 +

®

d) Fix) = 4sen x — 4x° +

2 g pm—
2) Fix) = S + % ~ x? 4+ % St s e
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£ Fitxy = ¥ +1n x - 3x° + c (x > 0)

&. Determina 1a primtiva G tal que G(0) = 1.
a4

a) gix) = x b) gix) = Cos x c) gix) = sen x
d) gilxy = e ) gix) = %
7. Determina una primitiva F de ¥ baio las siguientes con-
di ci ones:
x2- 1
a) vy = + 1 3 Cc=0
E 1
2
b) Fix) = 1 — {sen x =~ cps %)° c =0
258n x *
c) fix)y = __Fos Zx s8en ¥ 3 C =0
Cos X — sen X
2x _ .
d) fx) =2 " T 42 e =0
e + 2
5 =
e) fix) =X8F 8 4 =1
5
e : o
£) Flx) = (x + 3) (x —~3) +9 3 F(2) =%
g) fix) = sen x cos 2x + Zsen® x 3 Fir) = 3
hY Fix) = 220 2% che x + 5 3 Fle) = 2
258n x w2
2. Integral indefinida

Asi como € paso de |la funcién a la derivada es una
operacién || amada derivacién, € paso de una funcién a sus
primitivas es uUna operacidn llamada integracion que se
denota con €l simbolo I. Asi, para escribir las primitivas
de f(x) se escribe f fF{x) dx .

El simbolo I se llama integral; f(x)dx, integrando vy

Fix), funcidn subintegral, y dx indica que % es |la vari a-
ble de i ntegraci 6n, es decir, la variable con respecto a
La cual f es derivada,

9 F(x}) es una de |las primitivas de f(x),podemos escri-
bir J ftx)dx = Ftx) + c, temiendo en cuenta que dos pri-

mitivas de una m sma funcisén se diferencian en una cons—

tante.

La expresidn If(x) dx = Fix) + £ se llama

integral indefinida de fix) .
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ytilizando |a simboleoglia establecida y el teorema = del
epigrafe 1, podemos resumir las reglas para la integracidn

de las funciones conocidas y que || amarenos integrales in-

nmedi at as:
1. j xa dx = = i \a+1 + (oo & 1)
—1 1
- = Odn =
2. I w o dn I ; In {x| + c
:-.J'Eenxdx=—c-::5x+c

Eijemplo 1

Calcula: ad f cos w dx b) I ¥ x  dx
Resoluci &n

a)_[cusxd:{=senx+c:

4 1
b} I ¥ x dx = I xz dx = —-1\——x2 + o=

3
2
: +
S ©e =

(RIEN]

.1..+j_
z
Resultan tutiles las propiedades de la integral indefi-

nida ¢ontenidas en € teorema I .,

Teorema 1

Si fi{x} y g(x) san funciones continuas,se cumple:
d ja fFix dx = af f(x} #Hx , 0 sea, toda constan—

te que sea factor de la funcidén subintegral
puede ponerse como factor fuera del signo de
i nt egraci 6n.

b)Y [ (Fex) + gGer) dx = J oo de + f gGo dx

O sma, la integral de una suma es igual a La su-
ma de la integral d~ cada uno de |las sumandos.

€} 9 Fix) es una primtiva para f(x}, entonces

feftax + b)Y dx = % Flax + b
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Demostracién

aY [f a fix) dx ]
[ a ff(x) dx ]

J'a F 00

¥

a fixr)

il

a[_[f
af{

LA [ j(f(x) + gi(x)y) du ]'

luego dx

.r-

il

[-F(x) dx + .[g(x) dx ]

luego f(f(x) + gi(x)) dx

L) Sea Fi(x) una primitiva para

[ 1 Fi{ax + b)]'
a

a

i
a
1
a
1
a
p

(ax + b

Las igual dades del teorem

witivas, es decir,
:gualdad tienen la misma der
s gualdad se interpreta en €l

miembros es una

integrales sigul

entre ambos

| Efenplo 2

Calcula tas
> [ ax® ax

= I(ax—z + 2 sen x) dx

2) f senC3x + 1> dx
Resolucison

a) I 3x% dx = 3_[ %% dx = 3Je
b)Y | ox®+ x o+ 1) dx =[ x%dx

significa

Por definicidn.

(%) dx ]' = a f{x}

(x) dx

(x) + gix} por definicidn.

[If(x} dx]'+ [f a (%) ax]'

Fix) + gix)

= [Fx) dx + Jatx) dx

F ), entonces

[F(a:( + b)]'

(ax + bB)'F’' {ax + b)

Aplicande la
regla de lo
cadena.

F*(ax + b)

) ™

a 1 son igualdades entre pri-

que ambos miembros de la

ivada. En otras palabras, la

sentido de que la diferencia

const ant e.

entes:
b3 jtxz + x + 13 dx
dd f sz + ezx) dx

I‘)_f'r'ax-l-:ldx

Aplicando el
teocrema 1o,

a
L B B S

1
Z

Aplicande el
teosrema 1b.

+_r ® dx +j dx
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lueoo J(xzf ® o+ 1) dw = %—xa + o 2P x4+ e
- . »1l e
I(Sx v 2 men w) du = fEx ? g J9 sen ow dw AP ando
el lecrema
ib.
= -‘5[‘3‘{% dw + 2 J~ san Aprlrcando
- el tecrema
1a.
= A :%~x_1+ 2 (—rog x) + ¢
- -
=~ 3F x - 2 rcos x + C
I(xz+' sz) de = }T NB-P .]% Ez:<+ c Aplicande el
A 2 teorema 1b.
i do
e) fsen (Fx + 1) dx = i cos (3w + 1) + ¢ aplicando el
: - teorema 1<.
1 8
T 2 12 2 Aplicande
) [Yex+1) dx = Jtzw + %% = 53 (2% + 1) c
JE el teore-
ma 1<.
3
= Lozw v+ 0P e 4
Ejercicins {(epigrafe 2)
1. Calcula:
al I % ¢ d I 4% dw
1
e [ %77 dx (x = O) dbj'xa
e) f 6 sen wx dx £) f (sen ¥ 1 cos u) dx
a |3 ¥ tdx (x>0 M [ (Sx’— 4x + 7) dx
- » . 2 1
. a w4 = 3 o
1) f (e’ + &6) du i} I (b + x) dx {x >0}
k) [ (2x + ey dx 18| (oxZ+ Bu ~ sen wu} dx
m) [ x(2x + 1) dx f(x—ﬁ)"‘ dx
Sr o BxT— by o+
13} I wll— %2y dx o) f X b ! dx (= 0}
p} j' 2‘.:._:‘,,“6“ R dxe I ¥ (1 — %) dw
|
r I[w.a+ w Ze Zox x> ] dx

5)

f (e®+ tan x cos x) dx
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2 .
t) I(sen x + cus x + sen x) dx

Calculaz

a [ 5x - 0¥ ax b) [ sen 3x dx

) f (e®*+ gen a&x) dux d) [ [e"‘ + (2w - 1)’]:1

) + . N _ 2
Eftns(?.x 1) dx f>f2x+3dx (% > 7

@) [ e e~ &™) ux

Sin integrar, comprueba si son validaos los siguientes
resul tados.

a)f(ns-—senx)dx=éx‘ucmx+c

b [ ¥ x dx=:3?-x“/z+c (x >0)

c)f&;enaxcnaaxdx'—"ie—n-gfi-bc

2a
d) f d: = — 1 + C
® 2):2

e)f(%xﬁ—2ﬁ)dx=“ _ +c

2x
) J-E thx
2,

J'IE'E"" dx = In (1 — ros =) + c
- CO2 X

1n (€™ 1) + ¢

i

o

2

X o+ 2 %
h)j;---ﬁdxﬁ—z-—x+ln (x + 1) + C

Escribe en cada casa, dos primtivas de:

. i =z 1
al O b - _—
f\\: )J‘qxdx C)J'Sx o d)J'Kgdx
e 5a%x 3dx 0 (ax®+ Bx + 3} dx
g)_rx(x+3)dx h)_[(x+2>(x+5)dx

1) [ ta + bx®H® ax i) J‘Vg % dx

Ky - 5t° {"33— dx L) [ (cos 2x + sen 3) dx
4 sen 2x % 49
) I tos w9 n) I w7y
—f sen e + coscx
Fi} J (Se "+ men u) du o) j' : . % du
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3 Integral definida

pefinicion 1

Sea f¢x) una funcidn continua en un intervalo I,
se llama integral definida de f desde a hasta b

(a, b € 1 vy se denota _f'; f (x) dx al nuamero

J‘; F) dx = F(b) — F(a)

donde F es una primtiva cualguiera de f, ay b
son los limtes de integracisn.,

Esta definicién es correcta pues |a expresién
F(h) - F(a) no depende de la primtiva, en efecto si Gix)
es otra primitiva de f (%), tenenos:

[F(b)+c] - [F(a) +c]

Fib) — Fla}

1

J': Fix) dx = GB{b) — Bla}

Calcul a: j? »x° dx

Resol ucien

Coma F(x) z%xe es una primitiva de fix}) = x*
_ 1 - _ 1 a 1
y F =z @®@®=9 , F =zan? =3
)
tendremos gue f: %% dwx = 9 «-%= :'% -

En | a practica se procede de la siguiente forma:
a8

I° xdx =%x3]1=%(3)9—-% =9 1 -2

Esto es, se escribe la primitiva y se indican los lim -
tes de integracidn, | uego se evalua |a funcidn vy se efec—
tda |a diferencia indicada

Las funciones para las que se puede calcular la inte-
gral definida desde a hasta b se |l aman integrables sobre
la;bl.

De | a definicion 1 resulta entonces, que las funciones
continuas SON integrables.

Las integral es definidas conservan |las propiedades de
las jntegral es indefinidas.
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Teorema 1

Si §f y g son funciones continuas en un interva-
lo Iz a, b € I, s cumple:

a) Para todo c E R jz cf(x) dx = ng Fix) dx

b) Jz[f(x) + g(x)]dx I so0 ax 1 2 goo dx

b
<) Jz flex + dY dx = Flcx + d)]a

donde F " (x) = f(x)

it

Estas operaciones resultan inmediatamente a partir
las propi edades de |la integral indefinida
Calcul at

| 4 1 1 /2
ad j; ex  dx b JT[ = + ;z]dx c) j: cos 2x dx
Resolucidn

al ji

a
5 =5 5
Btw =2 e m2 - § ez - ) -0
o 5 jo = b
z

2
b) JQ[ 3 + lv]dx = Je 1 dx + Je E-dx = 1ln x] + - kﬂ]
XN z X 2 t -1 1
1 e 1 1%
=1n2—1n1—[%-1]=1n2+%
Fr/2 i n/z sen x &= Una Lmit L
) I’ cos 2% dx = - sen 2x ] prY *
o 2 Je° de cos X.
1
- 5 (sen 1 - sen 0) = O
o
Las integrales defini das poseen, adem&s, algunas pro-
pi edades que dependen del intervalo.
Teorema 2

8i f es una funcidn continua en I; a, b e I, se
cunpl e

a) Ig Fix) dn = — fﬁ Fixd ox

by 51 a < c < b, entonces

jg fixdy dx = o f00 dx + fg Flxd dx
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pemostracidn
t
%) dx = Fi{b} — F<{a}
al J\a FAS 4 %

1t

- [F(a) - F(b)]

- _[E Fix) dx

i

F(b) — Fl{a)
= Fi{b) — F(c) + F(o) ~ F{a)

Lo ﬁ: flx) dx

il

[F(b) - F(E)] + E:(ﬁ) - F(a)]

- ‘E B
S NEACEIE: I Jﬁ' F) dx
Ejercicios (epigra%g 3
i. o Bué diterencias y sinmlitudes existen entre la inte-
gral definida v la integral indefinida?

2. ¢, Cumple la integral jti % dx con las exigencias de |la
definicion®?
3. D31 cuédles de las siguientes i gual dades son correctas.
Justifica (sin efectuar el caleuln}.
_
a) [foc - 1y i = a0 - %0 dx

b J? % Pt fozdx= JT (2 xz) thx
) Jf 6x3 dx + 1: bx3 dr = & Jf xa Fa b3
o) Jf «? dx o+ Jf %% dwx Jf x? 2 %%y dx

8l JT xz dx + J: xz dx + j: xz dx = 0O

4. Caleula:

ay [® %™ dx b IQ i x% dx
o o 3
cl I_i 7 dy d) jz sen x ox
1 1 x
=) Jj’ S dx £) jo e dx
g) f;(xz+ ax+ 1) dx R} jz/‘(ﬁen x + cos x) dx
i) j; (1 — Sk — &x7) dx ) Jh e 13 5"+ &) ax
a
k) [f Ve ax T Lol S T
[} i b4
* T2 * L) z
m ) Sen ¥ cos x dx n J I 1+{cosx + senx) |dx
o 1t/ A
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5. Calcula Iz 500 dy

I ogen ¢ st O
I sy oS24 0w

{3x+& 51 ~2 £ w = |

i
-t
e

14
oL
A
A
S,
2}

il

ay 51 fix:

1A
£

b) Si fFluy
@ w1 1 < x = 2

6. Determina st las miguientes proposiciones son verdade-

ras o falsas.

] -9 2 LE v = 41

ay jo o= b L/z {x 1) dx 13
2

1 2x _oe -~ i, =z . = 2
c:joe dx = e d)jotx+1)d.< 3

ey . i
s) W' ody o= 1 £} J“ {sen ®x — £os x) dx = 2

—a nfz

T 2

= 2 — =
g) JL tan x cos x dx 2 W 3 dx 2
7. Determine los valores posibles’de a en las igualdades

Si guientes:

a =]
a)J X dx = 17 b)fi(x+6)d><=1b

¥z

- _ = -2 =

c) ji 2w 1} dx & d) jg cos ® dx 1

a 1 - 3 —
el L o dx =1 £ j‘ocax + 33 du = 4,5

5o~ = NE I = T
@) o2k ~ 1) dx = 18 h) Jﬁ‘ aF- x + B dwx = I2/3

AREAS

4. ﬂrea e Integracidn

En este gpigrafe estudiaremos la relacidén entre area e
integraridn, para hacerlp s conveniente utilizar |la nata-
cidn siguiente:

Bean f(x) una funcidén continga, no negativa, en un in—
tervalo y s, un punto de ese interwvala, por A(x) denotamos
el area comprendi da entre la grafica de fix) y el aje "x*
desde x, hasta x {fig. 6.1).
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Fig A.1

En estas condiciones se cumple:

Teorema 1

Alx) e una primitiva de f(x):J

Demostracidn
Cal cul enos | a derivada de fA{x)
. . Alx + Ay — A(w) . Area (MSIN)
Ay = |im — A = lim —
At —a 0 An—s

Pero, para Ax suficientemente pequefin, |la grafica de la
funcion puede ser comsiderada como un segmento de recta vy

la figura MM como un trapeciag, entonces se tiene:

Area (MSGN) Fix) + f(x+Ax) 1 Find o+ F A
—_— e &= = A% - X = _....2..__.,__.

Ax 7 Ax -

Flx) + Flx + Ax)

y @'z} = lim 5 = f(x)
Ax—» O
es decir, A {x) = fix), coma se dqueria. ®

Tearema 2

51 f(») es una funcion continua, na negativa en
un intervaion, y a, b dos puntos de ese intervalo,
entonces d  Area de | a region comprendida entre
la grafira de la funcién y el eje x desde a has-
ta b se calcula mediante |l a integral

_[g Fixwy du a < b
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Demostracidn
Como A(x) es una primtiva de f(x), en Ea figura &.2

tenemos:

Y
J? Feo ax = Ay - ata
y esta es  exactamente |e /f’%rxﬂif//{
N I
que gueremns demostrar, : i :
L: i
pues esta diferencia de 2 P
|
4dreas es el area pedida, Fig. 4.2

[Ejemplo 1?

Halla € 4rea de |l a region limitada por las rectas y = 5x;

x = 2 ¥ el eje de |las abscisas.,

Resolucidn

Como f{x) = ©, para toda x en-

tre Oy 2 (fig. &.3) se tiene:

1l

jj Ex dx = 5 Jz % dx

I

2
5 . 172 x“]
(]

It

/2 4 - )

2
10 u n

il

Fig &.3

Ejercicins (epigrafe 4)
1. En 1os siguientes ejercicios, traza la grafica ecorres-—
pondiente y | uego, auxiliindote del caleulo inteagral,

halla el Area;

a) limtada por la recta v = 2, &1 eje x y la recta
®x = b,

b limtada par ta recta » +y = 10 , 8 eje x y la=
rectas x =2 y x = 8.

Comprueba cada resultado de |l os incimsos anteriores,
hal | ando € Area por La férmula estudiada en geame-—
tria
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2

)

Traza las graficas de las funciones siguientes y calou-

la en cada case el area de la regidn limitada por el

grafice de la funcidn, el eje x vy las rectas x =

®x = b donde a v b son los extremos de  los  inter
dadosm:

ay y = (0321 ; [—4;-21

by y = x + 2 2501 ; [1:543

£} vy = — %o+ 4 (—23;21 ; €0323

d) v = ¥ « foz131 5 Ciz43

) y = % [0:61 ; [:%]

oy o= ok g t-1511 3 (0313

g} v = x? [%;1] H [1;1[5_‘]

3. Demuestra, usando e caleulo integral, que:
a El area de un rectanguln es ! productn del

por el ancho,

a |y

valos

larga

b} el Arsa de un tridngulo rectingulo es =l semiproduc—

tu de los catetns,

) 21 Brea de un trapecio rectangulo es d producto de

|l a semisuma de las hases por 1la altura

9. Aplicacidn al cdlcule de areas

El tenrema 2 del epigrafe 3 permite cal cular el area de

una superficie plana limitada por las rectas »x = a;

(a £ b), el eje de las abscisas y la grafica de una

¥ = b

fun,.-

tidn f(x) no pegativa (f Ex) ?2 O para tado x de su drwinio).

[Eiemplo 1)

Calcula el 4Area de la regidn comprendida entre |a
Yy = = x“+ 1 y el eje de las abscisas.

Resoluczidn

curva

En este casp no se indican los limites para el caloulo

del srea. La figura 6.4 ilustra que la grafica corta al

eje "x" en dos puntos y el &rea comprendida entre |a

Ca y el eje “yw" estid |imtada por esos puntos; luegao,

grati
debe



mns comenzar por calcular los

punt os donde |la grafica corta ’
al eje "x*, 8 decir, |l0s ce-
rus de f. ///
*kz + 1 = O de donde x = * 1, T 4% T X
|l uego los limites de integra
cidn son —1 v 1.
EL area seria: Fig. 6.4

1
a = f‘ (~x% +#1 ¥ dx = -1/3 %%+ x
-1

-1

(=173 + 1) —~ (1/3 - 1)
-l

Comp el area de una regidn o varia al reflejarla en
una recta, este resultado puede ser utilizado para caleu-
lar el area comprendida entre la grafica de una funcién
continua, positiva a negativa, y & eje "x"; basta wutili-
zar el mddulo (fig. &.9):

El Area limitada por la grafica de wna funcidn
continua f{(x», d. eje "x" y Lasrectas x = g
x = b esta dada par:

I jroof ax
Yo
[
1263} ft)
e T
— M
Xg_ b b
Fig. &.5

En la figura 6.5 se ilustra que para calcular la inte-
gral del m&dulo es necesari 0 descomponer €l intervalo de

integracisn en subintervalos, segun la funcién cambie de
signo.

H 4rea es, entonces, una swuma de areas:
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o t
A= fg If(x){ dy = J‘if(x) dx + J z PSR E Jb FAT R b
- a " =
[(Eiemplo 2 |

1 z
calcular el Area de la regidn comprendida entre la grafi-
ca de y = sen x ¥ el eje "x" en el inlervalo [0;2r].

Resnl uc i on

271 . .
Comp A = f; fsen x| dx hay que analizar el signo de
y = sen %, sabemos que:
siox = L0zl , sen x 2 0y |sen x| = sen x
w5 x < [ny2rl 4, sen ¥ < Q , vy lﬁen x] = - S@En X
luego hay que descomponer el intervalo de integracién en

das subintervalas:

A jz fsen x' dx + fin iSEﬁ xl i

zn
Jﬂ sen x dx + I —sEn K o
o 7

m 27
—CO% % + COs ®
o n

il

= - (-1 — 1} + (1 — (=12}

_ z
= 4 u -

Calcula el area de | a regién comprendida entre el grafico
da la funcien (x> = x'- x' = 2x y el eje "x".
Resolucidn

Para ralcular el Area debemos analizar dénde |a grafica

Corta a eje "x", 0 sea, déonde | a funcian cambia de signo:
x?- %% 2x = a
¥ (-~ 2X(x + 1) =0
®,= -1 ; %= o 3 ® = 2

luego e 4rea debe calcularse de —1 a 2 porque en ese in—
tervalo la funcidn [imta un area con el eje "=" (fig.&.6)
Sabemos que:

A = Jf‘[xg— % “— 2u | dx

) - . 9 2
¥ para calcular hay que analizar el signo de x — % — 2.
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/A

Fig. 6.6

Dado que x*- x°— 2% = x{x — 2)(x + 1) al analizar el

signo (fig. 6.71 vemos que

¥ es no negativa en [~1;0]7 .

y no positiva en [0;21,

entonces:

A = j?l(xaw =~ 2x) dw + jﬁ—(xam wie 2wy dw

" ! ) 4 L3 2
=g~ - VL ]-1 [ Ya._ 5. _ xz]]o
S (=S . -2
a T T3 7 (—1)]] - [E——mg—mf] —0]
- k= Yy 37 =2
oY om
Sears v = f(x4), y = gi{x)y das funciones, sus graficas

comprendean una reyidn sobre e intervalo limitado por la5
abtecicsas de los puntos de  interseccisan de  anbas  curvas

{fig.&.8). y

<

Fig. 5.8

tn la +1gura 4.8 podenos ver Que st oambas funtiopes son
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no negativas vy gix) = fix) para todo » < [xi;xz], rl Area
1imitada par el las puede calcularse:

3 i 3
A= [ = Fix) de — J * gt dn = I “ (fi{x) — glx)) ox
1 :":1 xi

k4

Fad

En general el area entre dos curvas se calcula:z

2.4
A= I 2 | FCxd = g€xd| dx
b4

donde x,y ®, 2 con | as abhscisas de los puntos de

interseccidn.
9 tenenps mas de dos puntos de interseccion d
area se calcula por partes.

Eiemplo 4

a» Calcula el 4rea linmtada par las graficos de f{x» = x
z
y gCx> ™ x.

b)Y Calcula el Brea limitada por las graficos de f{x> = x

y gCx> = x°, 4 ///'

Resolucidn Y
a) En la figura b9 se han repre—
sentada ambas curvas, para calcu-
lar e area debemons determinar los Z L

X 2 X

puntos de interseccaédn y para ha-

cerla pl anteanos 1a igual dad:

Fig. 6.9
2
X = ¥
xz— x = 0
xl = M xz =1

Como en el intervalo £0311 la funcién x°— x es no pasi-—

tiva, entonces

@ = I; lxz_ )cl die = J'; {x — xz) (353

|
p x
N
|
[
w
t——
=1 -
Il
M|
!
LAl
i
Orf e
=
N
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b) También aqul. pl anteanos la igualdad:
X

- x =10

X — 1){x + 13 = 0

i
8 . - 3
comp A = fii]x —= x| d¢ , analicenps el signo de =" — x.

Dado que ®2~ x = ox(x — 1)ix * 1}, concluimos gue:
b ] . .
®x ' — x es no negativa en [—~1;01 + +

) 4 3 - +— ————
(fig. 6.10) y % — x| = %~ xj -1 o} - {
ademnds, s no positiva en [2311

3 a -

y |¥x7= x| = x - %" , luego: Fig. &6.LO

f

i}

J?iixav x| dx + jz ‘ng w| dx
J?lfxa/ %) di + fz (¢ — x°) dx
4+ z 0 2 1
:L_L] +’<_._,zs_]
4 2 -1 2 4 [
1

+

il

= -1
4
Ejercicios (epigrafe 5

1. Cal eula al Arwma de la figura limtada por la parabola

y = _% x2, par las rertas x = 1, x = 3y el eje de ,las
abscisas.

2. Calcula el area |limtada por |la parabola y = 4x - %2 y

el eie de las abscisas.
3. Determna el area bajo cada una de | as curvas siguien-

tes en el intervalo indicada.

al v = xn en 2 =< % <5
b v = x* en 1 €x < 3
€}y = sen 3x en O = x < %
d} y =™~ 1 en ~1 <x £ 0
Bl y = g en & < x £ &’

£} vy =¥ % -2 en 0= x

1A
N
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g

a. La figura 6.11 nuestra la curva y = x*— %2 en el inter-

valo [032). Calcula el area sombreadsa.

11

Fig. 6.11

5. Calcula el Brea de la regidn |imtada por |la funcidn f

y el eje de las abscisas.

a) yv = 4x + %® b) y = «7— ax®y ax
o)y = x°~ 7x + 6 d) y = x°— 7x + &

6. Halla € &area conprendida entre |as curvas;

a)y=2x+xz;y:;\(

h) v = —% xZ 5 ¥y =4 - x

£) y = ax ~x* 3 y= %2 2x

d) x* -~ Qy =0 5 x -3y + b& =0
2 2

B) y= X § ¥ = %

) v = o 4x 5 Yy = 2w — 4

gQ) vy il ~1¥(x — 2} § vy =0
h) xy = a® d eje x y lasrectas;, x = ay x = Z2a (a >0}

it

i) v = sen x , y = cas x 4 % =0 , w = af2

7. Calcula el area de | as regiones representadas en la fi-
gura &.12.
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al by

o) )

,.._‘,..F(x) =2 o EK

o2 F+)

%(x)=-><+4

_ /1*{ () =\ 2




8.

Comprusha gue rflx dx = O y que @ area de la region
determinada por la funridén y = x en d intervalo [-1:11
es igual a 1u®, Justifica par gqué 21 area no se Corres

ponde con &l valor- de la integral.

Ejercicios del capitule

1.

petermina todas las primtivas de:

= a4 -
a) fix) = —B0 o By gy = wie—3x
< a
kS
-
£ hlx) = 24 e”F d) itx) = &4 cos 2x
— 2
. »r 'l ;
. = u e P e e - s — 2 .
e} yOx} 'I/T = P ) &) [ ] ]

Calcula la primitiva de la funcidn cuya grafica pasa

por el punto indicade.

a) fG) = x®~ 0,5 F’[l;-— %]

b) glx) = w4+ 5 2” B{(-2;4)

£) hix) = e+ 3 C(o;—3,4)

d} t(x}) = 2 gen 4x + cos o D[g;—; 1]

Dadas l1as funciones primtivas de f, escribe la souas-

cidgn de dicha funcidn.
ER 1

al F) = + oS E [
2 4y
B) Fix) = Ge el Cos S+ w® 4+ -
- e 3 A2 0N
€} Fix) = sen % + 2 et + x +
2 4 -
d) Fixy = S 4 . 1 ¥ 2 sen /:. v + C
4 AT |
® -
Cal cul a:
t+2 ~.{4+ Kﬂg Z
2y | e dt PSR . S, i S
Je I ; »

®
i J- IYTE L dx o) J ['5 Cos Sw - v/x )dx
el f [é segr (3x o+ 1) - ﬁg?x]du 13 J [" + .-i‘em]dx

[ —
Q) J‘ [:?__,_2_._?' — cos (Exo+ Uy o4 '/12 ]c!z

b j [97“ e /EI:: 4 A9 + 7:\'6]ch~1



i) f [ﬁ- — —T + & cos é]dx

2
i I [CDS it — SB0 X 4 ot ox tan x]dx

—

2
k) J 2 sen u dix
Il - eos®x)

3
m) I [fax + 1 + az] dx n) f SY

2 -
a9 d 3
1) J~ [E ® @en x 9x com *)

[ P

Syio By + 5

3y2

Calcula las siguientes integrales:

a)l I(sen 6% + e+ cos x)dx

x
C)J.E_:_.._}.dx
®
L=

(=3} dy

q)

dx

Je
I —
i I3 2 ; a

fc) I Y x dx
m) f 3 " dx
I Y ox - ue e x2
b+ ]
x

i) thx

a) Halla f {x — 3) dx sSi para x

cidn primtiva es igual a
B) Halla [ (sen x + cos x) dx

de la funcisén primtiva es

La funcian fi(x) tiene valores
X = a ¥ x =b y una derivada
la integral fﬁ Frixy dxe ?

Calculaz

a) 7 36 1

) J: (x°— 2% + 7) dx

/3
a) J: sen x dx

336
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d}
£)
h)
i)
1

n}

al

f(lfx

dy
- 2y - 3

+ lfxz} dx

ra
% 3w - 4
I T dx

/z
Jt1/23
1
2
le(1

2 aen

Ia w%- 3x - 4

(%% + 1) dix

1 g

3
— ¥} i

zx - j? sen 2Zx dx

z
J- [1 ; 2] dx
I(f ® + 1) {x~v x + iddx

= 2 e wvalor de la fun
Y.
si para x = ns2 e valor
i gual a 2.

conti nua.

iguales en los puntos

b} j_z

LA gue es igual

- xz) (2}

d) J‘z (T + A4) g

£) f [—~—-w + I]ﬂx



?.

10.

11.

12.

13"

dx
X — —_— e ——
a) JZ[4 son (3x 7} ]dx D

Sean | as funciones fi{x) = wFo bx + 8 vy glx) = ~Tx + 8.

a) Halla el area de |la regidon del plana |imtada por
las funciones f y 1.

h) oCual es | a funcidn primitiva de f que cumple:
Fi—-1) = — 117

) Eual es la funcion primtiva de g cuya grafica pasa
por el punto (% 3 17

Hall a el area conprendida entre | as rcurvas:

ay) y = ®x + 1 4 larectay =% +1 y & eje "x"

B vy =41 - , vy = e e vy x o= 0

o)y =7« sy ¥ =2 -x ¥y y =0

d) »%= 4y |, x*= 8y - 4

El 4rea bajo |la curva conprendada por e grafigo de |la

il

funci én vy y el eje "x" en el intervalo
I3=x=h es A = —<~. Halla b.

Calcula € 4rea de las regiones representadas en 1la

(a) (b)%

’\"3::&.
1 %
JE U S
= ;
—— A ——— s — —-—
0 1 X sUGERENCIA. (X X -x)'= DX
Fig. 6.13
» B 4rea de | a porcién del plano limitada por la fun-—
cidn  fix) = — -§: (x #» 0) y el eje de las abscisas

e
en el intervalo [k3ll} es 26 u®. yCual es el valor nu-

merico de £ en dicho intervalo?



14

Calrula el area limitada par |la curva
y = wo— Px2+ 24x T 18,

el eie de las abscisas y dos rectas paralelas al eje
de ardenadas y trazadas de manera que pasan por  1los
puntos de extremos locales de | a funcidn.

Cal cula e@! area comprendi da entre la curva

y = —® - x + 12, vl eje de las abscisas y |la tangente

a la curva en € punta de abscisa x = -1.
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CAPITULO 1
E,pj_gr'al"c- 1
[IJ a) 1wt
£1 a°
kY

)

Y

(= D
mJ

ar

) F

& & 107

d}

> (3)

(7] a» = b

il 2
pYy -3

®)y 3

al

) =

1}y ow o=

1y mes

FESPUESTAS DE LS EJPRCICT (G

by ‘}/—\' ’ e SRR Yy my AT
1
? ) 2 1 LU
@l L& k) [f—é] SRR iv ey 4
4 o
1y 12%4h My 2 ar ey By £
oy Lt ) !";‘I}/ 2 ) 1796 ) fa
1} ] o, 0 2 S
by oM vt o YR T e b o) { ¥

217

k] . -4 . ] S
) By = 5 ) (0, (0, T
" a J
Z -1 -

&) ‘,%2 . (‘n 1 2(:.‘7 20,:)9

- P X = = 7
o)y 1 = [ = £ 3 ) = t} 5
7 i b
Fry o3 kY 40 1) w3y Lomy & By — o ooy 2
» 4 3
14 o 1 A D L1
— e e [ e — Yy — = A —
! i re} i ) e T 5 u % vy 2wl =
11 =
yr-y 2 E .
b)Yy 3 ey =9 dy — % ey ox ® 1y w, S —4

2oy e
2 o= A i) owm QT i) w5 w o= —3
Doy o K i) 1y v t oI} /1 Y #,
Yoow o : = - =0 fow o= —15
m , =%, . n) . 2y R, 15
- = 1 ) l ) =
= ¥ o, a] i p) n.em
Sy hz“— 1 r} 3 %} ®, =T Sy ot 2 = 2

339



1 z 2
[F] ay x == 1,y =1 B x=1,y=48 ) x = -1, y = =
d) x = 0, ==-1 @) x =~ 1, ¥y =2 {f) x =2, y = -2
Py = —- 1,y =4 It nus. i) x =3 | y =g
II' a) 3 by T3 € x =0 y x=— 4 d) x =0y ®,= 3

) 2 4y x =0 y x =1 g} i h) 2.

1 F4
A1) a» = > t by »x < 1 c)xzwld)xa—%-e)x,\%:w
f) x < — & g) oy o> -1 hYy » > — 2 iY x > 0,5

Jy 2 4 - A & w > 1 k) ]x] > 3 1Y nos m) x5 R

02} s [O5]-1t (i8) -4

Epigrafe 2
M2 m2 o -1 o &1 7 -1 -3
~
1 i s bz weas wio w2 o,
3 5] =
2] &) B b)) —&6 ©37 dY - 3 m?'—,;’} ﬂ—-lg_ a) 1t
hY 11 i) — 122 §) - 3
D3 B3O VE D oe o O ST @ 2

O

1
ar r = 1ln b) r = lo (& — p) Y r = & 1 iy
gpq gq F 7 gp g
p - 2

% a

Loe valores admisibles de las variables son:

d) r

it

log e) r = 2 log (g + 5}
P

a g >0, p >0, p= 1 by g >0, 0 = 1, 5 >

AR T

Y g 20 p >0, p&1 dy g > O, g~ 1, p ¥
2 p >0, pRt,gr -5
f5) ay 2 >0 by x>0 o) x -2 B x> R

Bl x <2 & % >3 frxve Bourig) x < 0 by » < 5

_ _ - 2 1
i) x e R i x> ¥ 3 kY % » = I 1Y x < 5
& ox O m ox < -2 ax S n)m:{—%t{:.\‘B
B v 21 & — 1 < 4 0 o)l 0<% <% py - 2 < ox <3
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7

R B B B

[
&

q)x(—Eéx:%r‘)xﬁiltox‘fB 5) - ]
& oKo» 7 ty | = | »¥ 5 u) x e R, x = %
vl n.s. p * 0, p 1
3
a) B1 by 3 oy ¥ 2 dy 0,008 ey 1 +) B g} 6
7
= 2 R, i o o= - m
k) 26 - ® 20 vy ®, o il 2 oy <, =
k) 3 1)5 } &4 ny x = ~ 3 ¥ = 4 M)y @
: = m 2 - YR, ?
a8 _ L _ -
o) = py x = Tyx =3 gywu =2y X, 3
ry — 2,1 s} x =1
a) 8 = {—7; 2} by § = {nz; _9} ) G = {8; ?12}
d) § = {9; 27} e) § = {1; 5} £) 8 = {0; 3}
8 ]
9) s={2; '42 ) 5:{_,3; :} i) s={qf“t?‘; —;}}
. 1 41
= d— 23 = o b 5 o= Nl
iv s { 23 B} ) S {4, 40%} s { .5}
m) § = {1; ~2}
a) x =9 3 y =5 B) x = 4,9 ; yv = 5,5 cr b
= “ = __7' _C?
d) x 3 s v 1 el ., = iy =7
4
a) ¥ 3 b) 3 €) x = 4y x = 13 d) 4
e) x = 4 +)% a) ¥ 2 hy 10
a x > -1 by x 22 o< x <1 d—2 A = -1
) —1 <x< O F) x> 8 g1l £x =3 h)x <0 i) xelR
(v 2 )
a) x » ~ 1 b) #» < 0,4 c) x < é )y x = 2
e 0 < x < 125 F) w > % gl - é < w E 1L hy x o 10
20 y 2

rm
=
-
Q
-
»
=
T
W

(-]

al lmqal,ﬁ + 1uga2,b

b) logaE,S + Iaga7 - luqas - lugub
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©) 3 log 2 + 4 log 5 o+ = log 7

d4) 3 log 11 + 5 1lng 8 — 72 log 5 - 3 logatb
a < o

=3} 10906217 - m_l; IDgaf:: - 1ng8,1

£ % (log 20 + log 0,5 — lpg 21)
P o o - ] =1 d
2 = X - =1
21 a) 1ng10x > logmb 3 ng.
by log x = 1 lag a + 2 laog (htcy | - L lag ta%+ b5
T Ti0 b 10 13 2 10
13 1 -
[ lngiaw = = lngw(a-ﬂa) + 5 logmc = lngmd
27
]‘} } =
3! a lugal7 b lnqaé + 7 &) IGQQZOOO d} ngq, 5
2v 7z
- .35 k4 40
@ al x = ?,5 b) w = —"":)';‘-—- ) '—17,2*5~ ) S ) 4

a :’__1“5 ' 7 8%+ bg-:/b — s
) ¥YIT L. VIEET gy XAarb o,
altbh + ¢) 3
Y a+ b
B
- a a 12 4
[H]-y’c ; Y a « ¥V a «+C
bl + a)®
BlaF v arv &b F ey v ) F

'
G ar & B) 1B ) 15 &) 7,9 @) =
5 5 1 7 1 1
7~ 3 o 3 Dz g oerg 5
17 1 I 11 5 1
[2) a» = B s oo 5 @ & ez f) - Y
{10) log1? = 1,0791 lag3s = 1,5562 5 1log360 = 2,5560
logl2g = 2,0791 3 1agd,5 = -1 + 0,699 = — 0,301
2
log = = 0,398 ; logR4 = 1,3801 ; logV 8= 0,4515
(1] & 5= ¢33 &) § = {173 ) 8 = {123 d) § = {23
e 5 = {33 $) 5 = {10:4) @ § = {-g } hy & ={ g }
1) 8 = {23 j) § = {43 k) § = {15} 1) § = 147
m n.s. M S = {63 M) S5 = L6314 o) § = 077
P} S =iot: 113 g) 8 = £4) ) S ={44} )5 = {5; 253
Y
t} 5 = "v"w.'_ﬁﬁ} u) 5 = {—I—Z’; ~13 2}
2} &> m = lagio(u2~ 7x - B) x = 9, -7
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@a)xx 27 b) x = 125 c) ox =1

Epigrafe 4

a)lb)Zc)—Z dy 1 e 2 ) -2 g) 4 hmy 1
i) 3 §ir o k) 1 )2 m -8 m 3 BY -3 o -1

a)!.flngxf.Z by 4 < logx <5 ) -1 < lag % < ©
d) 5 < log x 4 ~4e) O lagx < 1 ) -3 < log »x < -2
g) 2 < 1lpg xw £ 3 h) 1 < log = < 2 i) O <4 log v < 1

a) ©,3522 b) 0,5647 <) 0,9279 d) 0,3522 ) 0,9991
) 00,7340 g) 0,92 hy 0,88 i) 0 i) 0,4021
k) 0,8048 1) 0,83

(4] a 2,8927 by 1,3945 c) 0,3636 gy -1 + 0,5378
e) -2 + 0,6304 ) 0,1732 q) 0,8031 h) 1,90
iy 2,14 i) 0.€407 k) -4 + 0,9494 1) 00,7324
m) -1 + 0,4514 p} 1,540% #) No definido o) 0,62
py -1+ 0,73 q} 3,29 r} -1 + 0,44 s) 3-48
ty 2,34 ul 4,005 vi 0,10

w) No definida. %3 0, 4355 y)y 0,94 z) 22,9994

[] a» 07340 1) 291 ) 27,8 o) 1,5416 e) 0,157
£) 2,92 g} -3 + 0, 6812 h) 1,6021 i) 2,8176
i) B4,8 K) 4,82 1) 1,699 m) 4,42 n} 3,36
N 5,13 o) 0,5599 p) 9100 g) 1,3551
ry 1,26 + 10° =) 1,26-10° t) x = 26

(6] ay 834 by 83,4 ) 2440 o) 5,47 e) 0,0835
£) 1,41 .10° g) 5,02 h 40,9 i) 1,02 ) 32,8
k) 0,65 1) 6,32 m) 29300 n) 9,19 #H) 14,2
0." 243 p) 0,00138 q) 4450

a) 3,17 b) 17,3 c} 912 d4) 9,12
d 1530 £) 1,53 q) 0, 0745 n 53,2
i)y 8,95 it 2,15 - 167 k) 2,15-10° 1) 1.4 . 167

81 ay 1,5798 b) 0,7945 c) 1,2648 o) -1 + 0,B0L9
e) 0, 1492 ) -2 +0,0792 g} 3,3222 h) -4 + 0, 6325
i) 1,6325 i} 0,15 k) 1,66 1) 2,84
m) —1 + 0,82 n) -4 + 0,699 K 2,85

E a) El terremato B fue 10 veces mAs fuerte que d A.
by El terrempto C fue 10 veces més fuerte gue el B.
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c! El terremota © fus 100 veoes mas fuerte gue el a4,
t1/ad pH = 3 b) pH =R,Z
CiHY = 4,0 179
Epigrafe 5
[1] Les ordenadas son: 0,000t: 1; 3,163 1003 39,8
Eﬂ Las abscisas son: Op —130,07907; 0,301; 11,9009

b
=) -2; %) a 2% (53 %—)) = [%] : (13 %) « E_,-]

1
Ny 1) e 2% (03 1) e [--]"
Los pares restantes no perbtenscen a dichas funciones,

(4] aw:2,s bw=0,5° o4’ dy2”
5]

a) Dominio de +,g,t,p (% & [R)

H

En. gl Sy v 03

4 g v oproy oo
b) Ceras: £ v £ no tienan; de g es x = 03 de g o = -3
. _ 1
cYy oxo= L 1y » = — 11
[g] a) Im ¥f: v e R: y Imgs v > 8, Im hs vy > -9
Im m: vy >0 ImnAs v » 2
b} No ecortan e eje x: f,g,m,n: h la curta en x = &
. 31 728
cy (O3 1) & f, (0; —4—} e g, (O; —-—-QTJ e h,
10; 19 « m, (0 3) € n
-
@ X2 ey =5
“—
7 - 1 1 —_ —
(7] a) P(3; ~5%) b 5 e) x o= 7,55 x = 0,5
: = =] = o = 1, e e T '
aJ:« Tb)x1—4yxz— iC)/{xﬁ d) x = i
(9] ay v = 3°-3 hY y = 10°7?

In}
<
It

a"»z;a}x dY y = 4 +10
Epigrafe 6

[:] a) Pertenece.b) Pertenece.c) Np pertenece.d} Pertenece,
a) 0,6332 b)) 00,3802 o) 11,1741 d) - 0Q,5229

a) 912 b)Y H1,4 c©) 4920 d) 1,48

al lug4 ¥ b)Y vy = log? ®* ©) Mo existe d}y vy = ltll_:lmi’c

a) Dom f: u > Q; Pomg: % > — D,9; Dom m: x > 5

[ 2 [ I

Im f: v e E; Im gz vy « Rj Im m: v & R
b Cero de f: « = 5; cero de g: x = %;
cero de ms x = 5,2 C) w o= ﬁé; ¥ = 4,5 x = 1@
O )
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——'f .

Y % > — 18 g) = <

us] N

@a)xf}

E’] a) wioh, wst ) x = =5 & x = 4

ay y = logg(x -2 + 1 ‘ v = loga%c 4+ 2)
b) = > 2 w2
" 7 _
) Cero: 8 = w = —1
3 19 1
@y b a3 5 P g 1S P (2,655
- 5 L 1
P (73 Ty; P 35 13 P (= 0433 3

e) G‘i(L’S; 2,83 E‘.z Y E‘.a no existen .

Qi(‘ZS; 3 o (-

Wl th

s —1)3 C!g(i); O, &)

Ejerciclos de! capitulo

L 2 ¥ s a -7 e
a) 1 byt e fc oy 2' o ET dy 2 ey B B
4 #
—_ - i Y, A
£y ¥ 5 q) ¥ = hy vo T AL e
[=1E a
|53
F4 m+«3 1 {3
+ X , e — mm——
k) = 1Yy wy <y m} & nd
— 8 10 s
By 2V O i8 o) =g Py} —F Q) 12%
= 2 1% .
2 — = - T .
a) 5 R c) = day -3 e} —o £
54 - ! o7
q} 11 e} 16 i) -3 1} 8 k) = 1) A
) -3 ) L 1) = 1 = 7 3 ! )
m = n = = y = 3 o} — s}
q) 3 rl x1 = 1 v K= o) =} 49 £ty 1 v 2
u) Dy ; v) Oy 2 wy 2y 2 ) —1i vy 10 z}
a)y — 15 by 1 ) 5 d) o = Iy e 4 oy
£ 1 g) n.s. h? —5,‘ i) —%
E a)y w > 1 by ® = “}—, cy v £ -1 & x x4 dr n
e) 0O < o 1 £) x = — 1 gy ® & 35 Yy K C
1) ® = % Y w4 2 aw b Yy -2 o o R 1 ow
mr ¥ <1 & w2 nlox R 5 E) ow - i
o) M 2 _l, py ¥ = - 2 = A 0y o® o e
3
E’ a) w < 0 by = =0 £) » = 0 dy w o= |k 21
£) 0w o» 1 g} x| » 9 h) % ¢ — 3 @ o 7
ay 4 b2 o) - % g & ey T4 i ar 6 N0

i1



ay _% B) 3,5 ©) - 3,5 d) 8 e - 0,6 £ -7
a) 1,38564 by ©0,8325 c) 22,1847 Y -1 + 0,0792
e) 11,9523 £) 00,8645 o) 33,5441 hY 3,64
i) 00,6021 iY 3,75 k) 3,93 1) 2,93
m) 1,3617 n -1 + 0,79 B} 2,6590 a) 4,851
P 1,9058 q) 0,BB02 r) -3 + 0,685 s) —6& + 0,3227
£ 1,81 ur 2,60 v) 0,39 w) E,93
[F] ar 1,29 by 7,715 cy - 80,1877 d} 3,3478
a) -2,095%  §)1,5850 g} 1,3802 h) —0,2763
[10} a» m = 10g (b + ©) b)mmlaga(b—c)+1
a
Yy m=1 [ €] d) m=- log. (1 - ac)
R o, | 5 - %
Los valores admisibles son:
al b ¥ -cy a> 0; a ~ 1 b b »cy a > Oja = |
c)%)ﬂ;b.‘}o;bvfl d) ac < O 3h » 0; b #1
[11] a) 0 < Iog 3 < 1 by 1 < log 18 < 2
c) 2 < 1lng 134 ¢ 3 d) 3 < log 17B2 < 4
e) ~1 ¢ 1pg 0,5 < 0 f) -2 < 1lbg 0,07 <-1
g) -2 < log 0,018 < —1 h) —% < lag 0,00215 < -2
a0 aa 3 a +h
ar 14 b)) 1125 ) — d} — @)
9 a
b™-c a * (b+o)
4 F 4
£y 435 Q) b h) {a+h) a ~b
[ a- b
a) § = £1,5 b) §=425} ) § = {277 o) § = { %3}
1 7/'_v‘J
8) § = {3} HS~{»—E} g)s:{ 10™ h) % =1
h: 3
i) 8 = {2} 3’)5:{7’10 } ) 5={‘_}} 1) 8§ = {12
m S = {33 Ry 8 = {133 Y § = {12 o) § = £43
a) 1) by (H c) (2) d4) (3 al (2}
- 3, - 1 o5 _5
a):q-a-,’y——a- b)x—i;ymﬁ
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=7 -
=R IS S

dy »o= 20w oy o= D £ »o o= Doy oy =L

g Infinitas soluciones hY = = 20 3 y = 2

3] . 14 1
iy o»wo= lL Ty T 1— JY owo= ey v - =
o 1 - il ]
(&} a el S B - 4y = =

f1 r.=. Y = i1}

i b 123 m) A ny s o= Ty w3

e i
17] A(Iy 0,7 3 BOLiy 1) @ CU3,5: 0,40 D[ %;; —1]

EG? R - % e B ﬁﬁj w1 fEE] &) - % b}

Eﬁ] a) ¥ corta al eje w en 2 @ loog A 2o og, en x o= 4
B} Dom f: =2 < R ; Im ¥z v = 5 creciente
Bom e = > 8 ¢ Img: v « B 3 creciente
dy n o= ;o ow o= b
E@ja) Fertenpoe 3 pertenpoeg 3 0o perfenecks [ no pertenome,

1O ) \
[ L Y A s 0) oW o= 2y on o= iﬂq3?

CAPTTULD 2
Epiqgrafe 1
[T) &y #1107 = 10,8 o) YiA7 2 10,0 o

S
W'

A YID e T L16 wmY B 30T R




h)

2] a
b3
[l ]

d)

a)

&

)

al

)

al

(o]

b)

al

by

o [2]
B

c)

d}

e)

)

gl

9] za

]
® = 2¥Y1L = + 6,64 ; ®_= * VI =+ 3,32
Xy 9,1 Y L ~B,1 3 L 0,7 ¥ ® = -3.7

No existe.

0,268 ) 1 cy 1 d) 4,70 e) No definida |
-2,75 g) —0,700 h) O

168,7° ) 15,1° ) 57,4° o) 39,0° &) 10,3°

Y17 & 4,12 5 395 2 4,72 3 2¥5 2 4,48 ; escaleno
PH,725 x 5,32 3 2,70 3 VP6 x F,10

x 2,74 (7} A
Longitudes: 2¥S ; pendientes: %, y —2 ; cuadrada.

Longitudes: &vz y 3¥z ; pendientes: 1 -1 ; rombo,

y
Longitudes: 4¥z y 2¥s ; pendientes: 1 y — % : para-
lelogramo |

Longitudes: 2ZvIZ ; pendientes:

 cuadrado,

[CIEN
MW

y
Longitudes: 10 y 4 ; pendi entes: S y no definidaj;

Mo pertensce a 1a Cl asificacion dada-
Longi t udes: +&% 31 pendientes: 7Ey - é ; trapecio.

Longitudes: v65 v ¥&68 ; pendientes: 4 y-- é ¥ no

pertenece a la clasificacion dada.

2

u 10] a3 20, n b} Paralelaogramo -

[13] a) 20 u® ) 2;4); 10 = 3,16

[14} a) {033y ;3 by (131 ; 4 ) (053 30 5

o>

—3s1

&

Eplgrafte 2

[ =

o)

2 B 3
m o= g [Q;;] B m = % 5 [Oi“'g]

m = —

348



FEEEEE G B

N
i

ERERERE

S — . -
el m = - ";;w; A2y ) mo= 296 1 (033¥R )
ay 4 — y — 10 = D b)Y I o+ vy + 13 = O
c) x —~ 3y - 6 =0 d}y 2x + 2y + T o= 0 el y ~ 2 =
F) 12x + 1hHy — 3 = Q gy ®v o+ 4y 4+ 146 = 0O
Ry 12% — 2y + 5 =0 i) #ax -y ~1 =0
iV F7 % - 2y + 2042 ~ 1) = 0
a) 2 -~y -1 =0 By Sx + yw + 10 = 0
cl 4x + v + 4 = 0 d) 9% + 2y - 19 =0
@) Ix — 2y — & = Q0 £) 4x - 10y — 13 = Q
gy % ~ 3 =0 hy Zxn — 2y — 1 = 0
i) 4x - 15y + 3 =0 iY Y5 x vy — A =0
In —y + & =0
a) ¥ax — 3y + Z{Z¥s — 33 =0 B) x — vy + 3 =Q
c) ¥Ex -y + 3(2¥F - 11= 0 d) w - & =0 e) vy -~ % =
Eje y: 2 = 0 ; eje x: y = 0 y:—.':,':«—z
al [—1-01—;— H 3%@] b) No tienen, ¢} Intinitos, las
rectas coinciden, d} (O;0? e {(4;5) ) (133}

5 3
a) Zx ~ By ~ 23 =0 b)) Bx + 2y -2 =0
= = 1 5 -
a = -3 [12] & = - = (i3] = = 15
I6x + P4y + 35 =0 [i5} 2« - 3y + 15 = 0
20 u? 16) AC: 6% ~ 7y — 18 = O ; BD: x +y - & = O
) x—2y+a=0 b G{E; 3 o ez,6
T3
a) Ix + Ry ¥ 25 = 03 Ix - By + 32 = 0; x —~y - 2 =
1 9 12 &
‘”[%!?] C’[“?’ﬂ
(332) 5 (03=7) ; (a;10) [(22) x - 3 =0 ; &8,2°
x,= 43 y,= -1 %) y = -8
a5 b2 c)f—;ao,ua @ &¥1° x99

Z 5 5

295 2,5 u Yi7 x 4,12 [27) 12u®
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™~
fugg
o
o
[
B
B
(=]
g

c[ 17 ;- %] & T
a) Escalena b)Y & = 17 v, P = 16,1 u 3 angulos inte
riores: 450; 7'1,,45D ¥ 63,40

c) Circuncentre (2;31, ortocentro (3313
baricentro F 3 :5:—]

=
] i)

33) x| - 3 = 2|v| [34) ="~ By + 16 = 0

[55] %~ 4x ~ 2y + 11 = 0 , y > 3

Epigrafe 3

a) AB(?; 4 by MRtL: 93 ) EBB¢-7; a4y oy EDC(-1; @)

e) RE(~5; 4) €) BAG-5; 14)
[2) &y (75 -1 B (33 -6 o (=3;4)  d) (12:-12)

&) (2;-8) ) (95- 2

a) (B; -3 B (~4;0) <) (1; -B)  d) (—1;-7»
5 17

a) (6;3—-11L) 1 (ﬁ‘?‘- T)
a) |a| :_"‘;—j ~ 3,08 b [B| = ¥ T =x 2,24

© |8 = ¥97 = 9,85 &) |AB| = V5% » 7,28

5 T

e |TB| = L ~ 3,47
[5] a» ©° by 59,1° oy 90° @ 123,67  e) 180°

£ 209,7° o) 270° M) 326,37
[6] a) Fa,61;7,74) by DI(7,0652,57) ©) 1(-4,15;7,55)

d) J(3,07;13,07)  e) S5(3;13,3) ) 2(-10,151)
(7] ar 4386) b)Y (=13%) c) <13-2)  d) (336)

ey (331} ) (10;-1r gy (1,4:0.8) hY (p—-mig—-n’
a) a3-E) b)) (=63-1T) &) {8;2) d) (4;-7)

ey (55-3) ) (~12;0m
(] & + B : =335 3 3-8 (-5:D ; Sa o (—20;30%;

e
3B -z or (556
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[

EREREREREREIERR

) x+y —x -7y -2 =0
Epigrafe 4
1 = =
Ma {*=27 % w {*T2" Sty fx AT
y = 5 + 4t y = &4 + 3 y = a3 + 4t
r 4
ml*x~Z2-s5¢t
Ly=—5+7t
= - i7
a3 b [ ® = ? -at
y = —at LY:%:*'%‘:
= — 2 =
e} rx a 7,2t & ® Y a + 293t
1y—t—3+3,£:t vy = Y + 3t
4 1
w = = 4+ — t _ _ 34
y=;—+2—;t y = & - 3t

@ O

&

a) (123-11) ) (B;-8)
a) 14,8 by 5,47 c) 38 dy -~ 54,8 e} 21,3

a) oo = O b) a =+ Ys €} a=006a=-1
y = % [14} (%3 ;— %), infinttas

LA

[—;—; §] v [»— %'_ %] 2(—ay

la + b] =2/ 5 = 4,87 ; [a - Bb| = 2/ 13 = 7,

a) b(—a; 3 by < (BD; AC) = 109,6°

W=1u 27l x +y 5 =90

xz+y2-bx—4y-—12:0

®x =t ; v =+t
a) Pertenece, b) Pertenece. «c} Mo pertenece
d) Pertenece. e} No pertenece. ¥) No pertenece.

®x = —1 + 2t

y = 3 - 5t

rb( 2+ 2t w = —1 + 5t
a) )
y = -5 - &t v o= 2 o+ 2t

1

a) Paralelas, b) Perpendiculares. ) Ni paralelas nj

perpendicul ares.
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cl Mo

2) Nno tienen. £

Y

- 14 =

d) x +y -8 =0

[@] a» {—%.Lg] ;707 b) Mo tienen.
9y (-9 .B;2,4); 33,7°
[10] Se cortan.
(1] ay « - 2y » 13 = 0 by &x -
c) oy 2 =0
2} x + 7 = 0 Y v - 4
o= 4L o -3
—iga}'{yfmﬁ—ﬁt b){y=t
{ ®x = t { x = -2
o) el
¥y = -~ 4t vy = ¢
Zjerclcios del capitulo
(i) vy =5 Zl y =5
) [ X o= 2 + 2t w o= 2
(o] a b3 {
Ly = -1+ 8t y = -1
C) 2 or oy - G = ) o+ Ay —
@) x o+ Ay + & = O
5] Gk - Ay - 75 =0 & 3k - 4y + 5
B 12x - Sy + A1 = 0y 1w - Sy +
Zxo- Oy ¢ 61 = 0y 12x — Sy +
7] Lados: 2% - Sy - 256 = 0; 2x ~ Sy
diagonals 7u — Zy - X3 = 0
Ei] Ar Ex 4+ vy — 7 = O 3 br x
CE o oy — 1 =0
(7} tbs-e)
[I9] 2y 2% ~y + 10 =0 & Ix +
B 2x 4+ v -~ 18 =0 & Sy
Cy Tm o+ 2y — A LE I Zn o+
d) x =9 & %+ 2y -2 =0 &
(i} a | - 0] = Y e85 x 5,32
by fm o~ ] = ¥EL T 5,63
cy 1B = 8 @ |ml o= S E x

352

= 0

A

r3

t

tienen

(~1:;0):

]

H

A0, 2°

5t

- 2t



&) (x - %)2«« ly -~ 1}* = % £ (- 3,005 ¥ = 27,04

@) x - % (y + %= 27
h) (x — 4,2)% (y — 5,11%= 22,1

i) x — D%y + 2, %= L

3
) (x ~ %y - 2%= 1,02.107°
a) MO;0¥; r = 9 ) M{2;~-3); r = 2v =

c) M0;-%); r = 4 d M{-2; 1} r = 3

e) M(-3;0%; r = 4 £) M[?z'; ;_3]; r = Y55
1

@ Mz 1) =

§ . , 5 b /

i) No es una circunterencia. 3} M[:;fi - 3] s oro= 3

kY No es una circunferencia,

[N o

h?) No es una circunferencia.

a) (x - M4 (y + D = a5 by (x + D% ¥ = 14
£ (x ~ D%+ (y - 22 = 25

dY (- 24/ 3 0% (y - V5 1% = 17

2) (x + 515 (y + 13% = 34

£) x - 3D (y - av =5

g (x - 3,002+ (y - 4,1}%= 4,01

Y (x ~ 2,80%(y — ¥ 5 )%= 12,9

i) (x - 5% ty -51%= 12,0 j) Mo existe |
a) (x + D% (y — % = 10 b xZ+ly — 132 = 17
2
o) x* o+ yZ = 29 o) [x _i] y - 1= 82
Z a
2 4 4 .
7 7 i P 5 5
E’[x—r_;—]+[v~—]=-2- ﬂ(x—n-r[—E]::_j
2 2 2
3 z 25 1 _7n* . 109
g’[" B]+Y""E¢ R ["-"4’]*[ 6]"1"44
i) (x - 2,200% (y - 2,210%= 1,27
3 e - 12,3 % (y — 12)%= 74,2
a) (x - 2% + (y + N? = 208
b} (x — % (v + 1)%= 148
0 (x + 5+ {y - 31 %= 52 d) No es circunferencia,
a) (x + D%+ (y+1)2=%
144

b) (x + 1% + (y + 12

U'll

394



c)

d)

Eﬂ {x
]

(2 + 1Z ¥'(y + 1% =

x + D% (y + 11 =

- %24 (y + 2% = 25 [B] 2x — Sy + 19 = 0
B x-y-3=0
2z
2 -3 2 27 250
-2 % (y-3? = 50 By (x—5) 2+ [ - 3] = 5=
2 17 *_ 2% z 1ros
(=217 + [V * = 5 b) [:{ + %] + v 64

I}

iZ] a

d)
(13} a)
)
d)
)
a)l
d)
15! a)

-
-

b?

a)

cl

e}

B | e=f |
L BRI

221 a)

b}

c)

al

£l

4,
2 z _ K 2 ey T,
(—1) "+ {y+1)" = 4 I+ By b 10y + 42 = ¢

e
Secante. b) Tangente. £} Exterior.

Exterior, e) Tangente. )} Secante,

(03 1); (23 31 b} (43 D)

Nor tienen puntos de intersecoidrn.

(-3; 113 (~13 3 e) (13 &)Y3 (=3; 43

No tienen puntos de interseccidn.

(2,65-1,5) ; (=2,65-1,5) b)) (-133) ¢} (432)
(231) ; (433) e) (4; -2)

1
A
L

+3 No existen.
Tangente: (k = -2); secante: (kK # —2); exterior: no
existe ningln valer de k tal que B <

Tangente: (k = ~3H & k = 2}; secante:

=
s
]

k < — 38); exterior: (- 38 <
5

1

X +y — & =0 by ¥
Ix — 2y — 24 O d) v
Fx — 2y + 25 = 0O £f) ¥ + 4y — 16 = C

48 (x-) %+ (y-1)% = 3

[

[
li

funtos medios de los lados: (131) , (3;0) , € 231)
' ~ 12,4

Pies de las alturas: (030} , (3;-1) , [—E;E];

Funtos nedias: (O3-1) , (13-2) , (27-2);

ortocentro (O;-4)

Ik 4+ 4y ~ 15 = O

¥ 4+ Dy - F 50 5 on - 2y +E =0

4y — 3y — 32 = 0 5 Fx + 4y - 49 = 0O

1 1 +a
i b} [“‘;‘“"g} Y [" 72“;“1/';] s (150} , ['—

3595

It
o

In - 4y —- 15

J§



[%;_. % © 9 b5

[Z8] (x — 3%+ (y - 1,5%= 2,25[FF)] =7+ ¥y~ 8x — &y + 20 = 0

Eplgrafe E

a) (y — 2% 16(x + 1) b) x’=-8(y — 3) ) yo= 12x
d) yz= 20% x= 20y j; yz= - 20x 3 x°= - 20y
e} (y - %= 8 (x + ) £) (x-4)zﬁ—%(y+i)

[] a) veo; 0)3 F(5;3 0); C x +5 =0

b) V(03 0) ; F(O3— %p
c) V(03 3) 5 F(23 3) 5 & x
d) Vi3 3) 3 F(3; 2) ; & y — &
e) VI(-330) 3 F(-3; 315) s 8 3y + 1 =0
f) V(4; 0) 3 Fla; ) 3 43 n — 2

g’ No es un paribola .

-
o

<

It

S5 i1
t) v[;;_ 1%] 3 F[z-;— 4] 5 4y =~ 22
xz=~12y Eyz=8(x—3)
[5]) 4tPs F) = 12 [B] v + %= -ax + 1

[7] & (v + D®=8& - 2)  b) &x =0

1z 72
v~-—35-x— 35

@] & (S5 b (056) , (~134) o (1;4) @ [— ;;%] ‘
[_ l_g.;%] @) No tiemen. ) (0; 0,25) , [$i0,75]

a) (434) , (45-4) B (4;9), (453), (-2;3)
€) (0,36;-0,23), (-2,363-0,23)

d} No existen. e) 4,87;2) , (-2,87:2)
[11] x - 2% + y* = 16 [1Z} x* =Sy 5 & 4y+5 =0
[13] 9,7 u tx - 3 = -4ty - 3
[i5} x%+ y'+ Ixy - 12x + 4y + 20 = O
Epigrafe 3
2 2 z 2
{x — %) y — 107 _ (x + 1) VA
1] a i + T =1 b)) —m— + 5 =1
2 2 2 2
x ¥ : (x + 4) ty = 27 _
€ 155 * 125 T 1 o) 7574 " & !

356



e)

)

g}

a)

c}

e)

Q)
al

c)

e)

b}

)

d)

a)

3

x =y =2
100 a4 2
(2 - 33 &y -2 o 1 ek , c >0
ae? 3c?
2 YZ
4 .
—_ . 4 =1
8174 + 5575 h) NOo existe.
- 2 _ z _ z
LA A | py X -2 by -3 oy
g 49 ) 7 25,
(x ~ 5% YA gy ke * eV iy e
6,25 42,3 60,8 81 ’
x2 , ty + »F_ g Ly 0Py - 2F
&8 100 3 25
7
xZ yz .
1,75 + -5 = 1 h) No existe.
2z 2 = 2 2
L ¥ - by (x — 5} (y—.?',):l
14 7 zhH + =]
x - ty-3F o x-a oy -@f
38 25 64 T
=
F4 2
(2 — 3) (y — 1L/72) .
245 a5 = 1 £) No es elipse (c > a)
346 a4
0(0;0) ; a =33 b = % s &= 4,33 ; e = Q,8B6&;
b
91(—5;0) H 92(5;0) 5 31(0;5) : Bz(0;~ 5) H
F (~4,33;0)5 F_(4,33;0)
0¢=131) 3 a =3 35 b=2; =224 ; e = 0,747 j
ni(-4;1) H Az(z;l) H Bt(~1;3) H th—l;—l) H
F (~3,24;1) 5 F,(1,24;1)
D(-2:0) 3 a=&,32 ;1 b= 3,16 ;7 ¢ = 5,48 ;
e = 0,866 3 A (-B,32;0) ; A (4,32;0) ; B (~2;3,16);
B (-25 -3,16) ; F (-7,38;0) ; F_(3,48;0)
D(-S;%J s a=2/5"3: b=23,16;c= 3,16 ;
e = 0,707 3 A1<m7,45;%) ;oA U1,4850) 5 B (-353,60);
1 1
B,(~3; ~2,66) ;3 F_(-6,165 3} ; F (0,165 3
0603 —-1) ; a =3,46 ; b =2 ; c= 2,83 ; e =0,818;
A (052,48) Aéo;—4,46) ; B (Z3-1) 5 B (-2:-1)
FS(0;1,B3) i F_(0;-3,83)
O(-2; —-1) ; a = 4,23 1 b = 2,83 ; € = 3,1& 3
0 = 0,74 73 A (-2;3,23); A_(-2;-5,23); B (0,835-1);
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Bz(-4.83;~1) 3 F;t~2;2,lé) ; Fzﬁﬁz;—4,1&>

9} No es una elipse,

hy O(4;-1) 3 a = 1,72 5 b =1,41 3§ c =13 e = 0,577 ;
A1(2,27;~1) : 92(5,73;—1); 91(4;0‘41); 32(4;~2,41);
F;(3;—1); FZ(S;“I)

i) No se pueden determinar,

z 2 2 z2
(x -~ 9) (y — Zy° _ E Yoo
(&1 a» iz + - z._1 b) oz + 1
(x — 5) (y ~ 5)
o) 5 + e 1
a) (331,68 ; (13t 1,96) 3 (2:3z 1,83

by (Q32) ; (%

4,33; 1Y 53 (x 4.33:-1)
Pertenecen G, v

3
T 3 no pertenece Ez s C

= s B Y
[F] x+®s(y-22%= a [16] A = Zb VRN

2
%_+Xq=1;e=o,903
2 _ 2 - -
(X451) + (v 202)2 = 1 (x ; )] + {y 7 2]2= 1

; . 34 13

a) No tienen. b)Y (0;-2); (3;0) o) [~ .7.5_7]
d) No tienen. e) (030); (4; %) 1 (032Y; (253
Q) {3,6;-3.,2) ny (7,43-1,2) i) (0323 (45

[15] Tangente: {n = * 5) jexterior: (n > 5 &6 n < -5 ;
secante: (-5 < n < 5)

2 2
_ - 1) ,
x 2 Do+ by 5 =1 [i7] e = 8,50+107°

a) (25+%) B (3:+l) & (=33

€) (1,493%1,49) , (-1,49;1,49) d) (3;%1,73)

I+

1)

Epigrafe 4
2 = 2 2
(x — 1) (y — 3)° {x + 2) v
1 a 5 - v =1 b = o=y
2 .2 F4
o) x Y_ -y gy Sk VT (y + 2y {
119 Za 14 20
o) (% + 5)2_ (y — 37 = 1 £) % oy + 532 = 1
9 25714 C I 14
g 7x"- 9y*= 225 hy 120 + 4)%- gaty - 1= 75
F4 2 . 2z 2
Yo% y — 2) (ot - 1) _
e TS v b) e T % =1
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[ o

()

e)
a)
a)l
c)

e)

q)

al

b)

c)

)

e)

)

g)
h?

i}
J}

al

a)

z w2 - 3
v w‘(:1{ - 3V 1 ) (y + 3) {2 + 1)

55 1T & ~ ~ “1oza/9 b
(v - x + 4 P 72 % )
100 - 100 Bl 144 .
. (y - 1) (x + 3)°
No existe . h) o5 - 1.5 = 1
xz yz yz KE
i T B 5 -5 =1
(y + M2 (x - 117 ) gy et s/2% (y - 37 .
q . 5 h 4974 ig
2 2 2 z
x — 3% _(y + y
a 37 =1 ) % - —%— =1
2 2
. G+ 2) (v = 1°
No exi ste. h) o - b,25 =1
a=9;3 b= % 5 C o= S,27 3 0003 O) 3 ﬁ1(—5; o) ;3
AZ(S; Q) 3 F1(~5,27; o) ; F2(5,27; 0y 3 e = 1,05
a=3%3 b =23 c=3,61; 00W; O ; Ai(o; 3 I

A_(0; —3) 3 F (033,61) 5 F (05 —3,61) 5 & = 1,2
a=33 b=2;c=3,61l3; 0-4; 2) ; ﬁi(—7;2) H
nz(—1;2) 3 Fi(w7,61;2) H th—O,SQ; 2) § e = 1,2
a=58; b=23j; c=5,3% ; 0(-3;0) g Ai(—S;S);
Az(—i;~5) H F1(~3;5,39) 5 F?(—S; -5,37) 3 f = 1,08
a =33 b =13 c=1,12 ;3 DG;1) 3 ﬁi(— E;l) H
“2‘%;1’ 5 F,(-1,1251) 5 F_(1,1231) ; e = 2,24
a=b=1,94 ; c = 2,74 3 0(0,52) ; A (0,553,94) ;
92(0,5;0,06) H F1(0,5;4,74) H FZ(O,E;w0,74) ;

e = 1,41

No se pueden determinar.

0(0;-0,9); a = 2,02 § b= 1,87 ; c = 2,81 5 e = 1,34
ﬁ1(—2,09;w0,5) ; 92(2,09;—0,5) H F1(~2,81;~0,5);
F,(2,81;-0,5)

No es una hipérbola,

O(-5;0) ; a=79 21,73 ; 4 =13 =23 e = i,15;
Ai(—5;1,73) 3 Az(—5;~1,73) ; Fal=552) ; Fz(-S;—Z)

yo o ox® by =2ty = B
4 17

G 14
(~5322,29) ; (B8;+5,19) ; (4;0)
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b} (£ D,64;3) ;3 (¥ ——=5-41 ; (£ 10,2; 7)
|:| a) Pertenece. b)) No pertenece. «c) Nag pertenece.

d} Pertenece.

w2 yz %2 yz yz w2

()5~ 1g=1 ) - =! [Hyz-—=-
z 2

(y-;S) _(x54)=1;e=1!5;

P — oy - (55 + 8) =0 y 2+ ¥y + 55 - 8 =0
|1:4}y:—?-—'05—'x- 4 ; s x — 10 = O 2,08 ; 26,1
]16} al) (4,255 3) b} Mo tienen puntos comunes,

c) (A —1) d) (-33-5)3; (F5-17

H
e) (&3+2) , (~&3%2) ) (35%4) , (~33%4)
g) 43kl , (~4;5;*%1) h) (530} , (130)

2 z
Sia'-‘—b (ylzhlw(xzalﬂxl
0] 4x®- y*- 36 = 0 3%~ y*- 24x + 45 = 0
[22}

El cafidn se encuepntra a 0,39 km al oeste y 0,35 km al
norte de C
Epigrafe 5
w? Yz o2 Y2
a) Elipsay gzo= + sbg = 1 b} Hipérbolas - =

c) Paribolas yz-—- 10w

) Hipérbola; 921ax°— 3IBay’= &2%5

£2) Elipuey g% 112y2= 4054 £) Parabola; y2= 4x
7] &) o = 5v 3 ; yz___‘_ﬁr 3. fg 2
&+ ¥ 17 cos = =
b} o= e 3 Vz“—ﬁ-a-;—é n ok %xz
T+ Y15 caos ¢ )
== l‘ - 2_ .
c) o= B v e} Y ==2u
- 4 z2_ B 4 z
d} p = ;yz.?:c—ﬁ:c
T+ ¥ 5 cosop -
el p o= 9_ H y2=-9 ® o+ -z—uz
Z+ ¥ 1% cas e
£ = 1 S T
e T 20 cos @ 0 Y TTIO

g) Es una circunferencia.

JIL0



1 z

@a)p_1+cmsp: y=2:s; ”
_ 1,9 .M v I T
L S N - arr-—ar iy S S A
& x® yz 2 2
Ve TTTeam e § & T az D oyToREY
_ 13 . z_ z_ .
e = T irres e 20449x°— 147y =025 ;
yi=-30x% + 143x°
— . 2 z
]
e) p = 2/ 2 Pt : =13
2+ ¥ 2 ros g
y2=-—21' 2 x ~ —;_,— %Z
2 z
= ? . X Y
Ea’p_5+4cnsp’25+‘? !
7 z z
= T s -2 = 3
b} o T+ 3cace ° 23x% 20y 24
2 ¥ = a £eos &
[ nab u
v = b sen @

Ejercicios del capitulo

@ & x - %+ vy - %= 54

By (¢ - S)# {y + 2¥%= a5

) (x ~ B¥e (y - 21%= 17 d) (x — &%+ yi= 72
2] k = — & [3) a) 7 by 17 ) 2
M) «x +2y -5 =0 (x—2) P+ (y+1) =38
x -~ MHE ty - 7 _ (x — &%y - &7
] & g+ =3z Lo =% " Tay o T}
2 2
tx ~ 37y — #F
b) i
F4 4 2 2
X ty — 3 * {y — 3 _
U v v S L6 g5+ —yag =1
Kz yZ
Szt 5m =1 dF5B) = 2,6 3 diF 3B) = 7,4
Se muestra que :
diF ;B) + d(F ; B) = 2a
i - 2
[F)] Sx + 12y +10 =0 ; x ~ 2 =0 0] a) 40u® b) 13,40°
) xz yz yZ }(2
al —9'— - -'—,2— =1 & <) —_ —:,2-:? = 1
F4 4 F F4
(2 + 4)° {y — 1} _ LD A
B =& 28 =1 €} =g v R
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v - 3) (x - 1)
..... = 1
@ i = .
z 2
T < Y ooy
e [ :

-2 6w — 2% = - % (y -
)ty - 27 = 8~ B
otk - 2% = 12y — 1}
[L6] = vcé: ~2) 3 F(2 ¢ -2); wx + 1L =0
by (0,9 1) 3 F(-0,5; m%%) s léy -~ 19 = 0
07 ty +» 2% = a6+ 13
BH] (x + DF 4y - D = 18 [17] (v « 3% =8 (¢ -
Directriz: = = 0O
o £
(2] 24(} m~§) + 25Cy + 20%= 150

CAPITULO 4

Epigrafe 3

H F}C”L,mi; - 3 Fzﬂﬁ.bl;—ﬁ_

ar

2}

2} aibom: F - Im: (O3+m) ; ceros: na tiene ; decrecien-

toay (g ~1)s (J3+ml: creciente:[—-153]; minimo en:

MAXIMC ens: S5 NO es psar, Nl oigmpar, pi inyertiva.

.._1;

Dy Dom: £1:3) w (535] ; Ims [0,5:3+m): cerps: no hienes

decreciente; (133} y (3313 ;3 minimo en: 5 ; maximo

ey tiene 3 NO e par . it impar, B itnyectiva.

) Dom: R 3 Im: (~osd] 3 ceros: ~1 v & 3 decreciente:

(D,7:15,1) v (F 13+ ; creciente:r (—wi0,7) vy
AR, 3 minimo en: [0,7 3 3,1 3 mAximo en:

y (D0:;7373,1): no es par, ni impar, nit invectiva.

3,1

ﬂ} Pom: B _N{Z3 5 Im: [—13+w) ;3 ceras: 4 ; decreciente:

G913y creciente: (2) v [S3+4m); minimo en: S;

maximn en: ne tiene § n e2s par, ni oimpar, 0l

yertiva.,

[¥1 a? men(a-h)-sen 23 0; sen (Z+h)-sen 23 ser, (2-h)-gs

B3 a (Zh-F)a+h’=8h-14; 93 h (h+%) § h(h-F)

362
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i O3 2eh —Z : ¥ 2-n ~¥Z 3 (a-h !

2+¢h > 0 3 Z-h > 0
4 log 220 ;0 ; 1log [1+ -%] : lag (1—- g] : (a-h = O;
24h > O 3 Z~h > O)

I¥
(=]
-y

2

=

a) Impar h) Par ! Mi par, ni impar.
d)» Ni par, ni impar. =} Par fy Par g! Par
h} Ni par, ni impar.

[B] &) AG) = x4l — =) ; 0 < x < 41 by 20,5
2z
[E] a) Ao = 1"2 x® o+ [a43x] 504 x <53 b 0,188
[7] & At = x/4-" 3 0 ¢ x <2 b) ¥Z & 1,41
a) No; O a pam g b) No; Bom y = (Oj+m) & Dom A = [R’*
€) Noj Fix) = gix) d) Mo fix) = |x| = x
9 -
5] a) Dom: ®; 17475 ~ =5 % 5,13-107 b) Dom: R\{1323
c) Dom:R d} Doms R\{b; 4,79; 0,209}
1 1 R AU —
e} Dom: IR\{’— = H ?'x 0,143 3 5 a.778
1 I
£} D [R\{O;?&;" §} H E'_r_; = (_i"‘[_:,
g} Dom:R\{-5;-23
h) Dom: (-3l u {33+ 5 0,821 3 ¥ 15 = 3,87
i) Dom: {—e0;—1,321 L [5,323+w} ;1 no definido
1) Dem: (~w53-1,29) U [—-0,549;51,221 U [1,;29;+mw)
EYDom: [—132) w [4;5+00) 1} Dom: L[33+w)i\{3,457
m) Dom:L1l34] n)DDm:IR\{ £+ krr}; - ﬁ_:}__é x ~2,37

n
) Dome {EE ,nEI}
o) Dom: R N {0,667 + 2kn3Z,40 + 2kn;kez}
p) Doms: { o2 km 2 ox £ kn + % }

&) Dom:z { R N ZknjkeZ }

b A

(0] a) Dom:R \ £2,62: 0,3823 b) Dom: R\ {—
1

.E}
i3

3 dY Dom:R v f1;—-13 ; 0,624
0,567; -1,26

) DomsE N{ - 15 1 5 33

a N

e) Dom: (~ew:3i-1) U (2;+w)
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3
)
i}
i)
k)

)

ml

o)
gl

[ll} al

(]
)

+)

Doms
Dom:

Dome

¢

R

Doimns

Dom:

Dom:

Dom:
Doms

Dom:

® <

W&

-

-

-

H

(g ) W (Gs4wd 3 N definidas

1,585 +w)

(=05 ~2,258) U (~1;93;0,13) W (2,259 +m)

3 Doms {=cez =320 {05 +oo)d

W\{ - *+ Zkmn; £§,+ 2kt E-+ 2kny k€ & }

+ ke

{ 2k £ x £ 2%

T
Foe

R N\ {

[-1311

(—1:1)

12y

33[21

T
&

-

{kn; %+2kn; §E+2kn} 3 0,300

1

no definida. p) Dom:

Hi 4 2k Gn 2k
{SJ' kns 1g * 3-1?5*'"_*-‘} @

L zkn;kex}

+ br } : ﬁwiu . 3,530 00 0

0,937 i} Doma:lky 10,1

mf;nn definida

K e {kn; E% + 27y i% + 2kﬂ} 5 0,932

b) Im:
c)y Im:
d) Im:
e) Im:
f) Im:
g) Im:
h}) Im:
1) 1m:
i} Im:
k) Im:
1y Im:
n) Im:

Pk < ow 4 —m v 2kpmopow o=

211
E‘"}

-3 31 Z,56 3 0,562

3 .
=3 +w ] 1 D tiene ceros,

—5;4+mw] 5 ceros: ¥H x x2,24

2 1253 +m) ; ceros:(,2B1; —~1,78

4 -
Ioceros: 3 = 1,33
; ceras:no tiene.

R
[“w;~21§] u [2??;+aﬂ ; cerps:
[
14
154

£12 5 cerns: no tiene

L4z +0) ; Cceros:ng tiene.

K, ; ceros:

y

—0,55 ; —5,45

= 1

> No tien® ceros.

2k

24 kmo; keZ 3 -7,55 1) x < VD

no

: neo definida .

tigene,

Ruv{t} ; ceroas:—5 m) Im: [RN{1}; ceros:’
K 3 ceros: z = 2.33

3

344

td
tA
=

1A

Ch

1
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3

B Im: [-5313 ;3 ceros: 0,365 + Zkn [ 1,21 + 2kn ;3 ke?
o) Im: [—-43461 3 ceras: #1,77 + 2kn 3 keZ
p} Im: R*; ceras: no tiene
q} Im: IR_ ; ceros: (4k+11; 3 ke
Epigrafe 2
Dj a) (fHglix) = 1 S ®x 53 bf-gr{w) = = + S b
b ¥ w+1 * w+1 " F
5
(fag) (x} = 1+;:T ; Doum: {fsg} = RN{O;-13 3
i w 1 1
g(x) ;z MY TTIN)
k) (f+g) (%} = % 3 Dom (f+g) = RN{O;—-1F
2
gty = 2o 2 e o = b ;
X w41 2
1 . wintl} (x+11}
i(x) = = 3 Dom L= RBx{0;—-1%
q x q
cy (f+giin) = 3¢ x+l 3 (f-glix} = A 3
(feg)ix) = 2(x+13 ; Dam (feg) = [—Llij+w! ;
g(x) = é; bom L (— 13 +wo}
d} No existen pues Dom j ~ Dom g = ¢
@) [(fF+g)(x) = senx + tanx ;3 (f-glix) = sendx — tans §
(Ffag) ix) = Peen’x : Dom(feg) = R\{(Ek+1)% H kEZ} 3
%(x) = Qcﬂﬁzx s Dom L= M\{kg ; kaz}
) Grgd 0 = x| o+ cosx ; Of-@ k) = x| - o£Ds w o
(fag)iny = |x]-cus N o3 zV-(x) = _iij_" DDm:W\{i'+ iw}
cos X e
g) (frg) (k) = 1,1+00% 3 (@) (x) = ~ §,F107;
(Feg) txy=10""" 5 gu«.) = 107}
h) (Feg) (x) = fx+lf 4+ e+l 3 (Fopgrind = fusti-{seld g
zx - - -
. . (x+1) si x > -t £ 1 siox > -1
(feg) b “{ cxtn? sk £ -1 GO0 T -1 sk ox <1
1) (f+griny = e R —75~:¥j~-;
‘ w¥e w o+t
(Fogd (x) = w%+ T o+1 - D
x 5= +1
S : " L]
(fog) ) = [+ Tw 1Y (x + ;
2
o ow o+ 1

3465



3}

k)

1)

b
c)

d)

e)
£)
g)

)

Loy = &8+ 7x v 6% + 1)

x + 1
o 2 w21
(frg) (x) = — + :
wo—An 2 w o~ 2
2
(fog) tx) = (% + 23 (x"+ 1) .
e — 1)éw — H*
>y ;- =
i(x) = Ix + 2) (x 2)
341y (x—1) (x=2)
2. . |
(fEa) o) = K T s AT
%7 ~5 % b ® + 1
2
_ X+ 3 .
AL ERLENE ¢ =3V (17 (23 °*
Dom (F<g) = R\{Os332:-13 3
2 .
Fony = 7+ 3y (x=1) ! s Temqn
g(x) T ey Dom g RAN{O:352: 13
2
27+ 2
+ = . .
Frad o = oD ey
@) () = = i
7800 = ey G ooy
(fog) (x) = X 2
Fe@r ) = S I G
f (4+2) (x—1) ;
= Bl rvererw B R L = 1i—1325-23
g(x) RE ) (=57 * Dom 7 Ry{ts—-13:2;-2
2o+ % g
(fog) (x) = 1% *=x :
(x‘+2x+1)2
- 3 " B B a
(gof) (x) SXTHLY T O+ hi (2" +1) + x
®
(fog}{x} = Iog ¥sen x i (gof)x) = ¥senilog =)
(fogl(x) = ¥ 3 (gof)tu) = o {4
(Ffog) (x) = sen’y x-1 P {geflin) = 0 3 x e { %; heZ}
(fog) GO = GevTI? 5 (gaf) (x) = n2+5
2
(Fog) (k) = 107" % ¢ (gof)Y(x) = cos1o*
(fog) (x) = ]coa?x] 3 {gof) () = sen PY1-u”
_ 2r=1 L on =2
(fog) (x) = 2 = } (gof) (x) = = =

1) (fog) ) =logvk®—1;

{gof) (x)=¥ (lag w)%-

bk



A} av 4 ) -1 e = d)EEzE,lz e} 3 ) 4

a) Y7 = 1,41 h) No existe. i) —5 % 0,707 iy 1,25
kY O,Bas 132,48 m 0,755 n! No existe, A 1,8

ca) 1,19 p) 0,693 g} 1,25
Epigrafe 4
[T] & 9 & 0,75 ) No existe. o) 0 &) a,66-107%
f) —-0,328 g} Eiléigi x 1,44 h) No existe,
i) %25,73 i) Mo existe.

2] &> 0 B -1 g} B x2,24 O =)0 £)O
g) No existe . h) 6,80 i) l(epigrafe 5) i) Mo existe,
ky —0,301 1} No existe. m) -1 Ry &

a) 0,842 b @7‘@55,32 £) 12,0 d)o,7%4

4

F
@52/ 3 )° o —0,071f)Na existe. @) (/SryDE x 7,88

h 1 i) J) No existe. kY 1 1) 1 m) O

1|

z
n (ngrg’ % 0,127 f) 0 o) No existe.

x 0,637 (epigrafe 5) q) No existe, r ) O

BILS

p)
Epigrafe B

- -8
a) &% xa,a9 b6 o e x 20,1 diexp,73-10

el %*’ &7 ) %% 0,333 @ 1 n e x 0,019
iy 227 & 1,95 v Fe? x 0,858
[Z] &) 3 )Sarfizi,m - d)%zo's &) 0
i

b
) e »g,98.102 @1 py g Y0 i) e x 2,72

Ky et x 0,368 1)t
lngae

[} =vZ = 4,24 & 3(1+¥2) = 7,24 segun cada parte sea

cateto 0 |la hipotenusa.
ETR

Epigrafe 6

un

1] &) 2,7 by 1,48-10° o -1,88 o 1,96 = 2,51
¥



£ 5,03 g) 4,27 h) 1,03

a) Q b) No tiene splucidn.
@) 0 f) 0,24

a) e 27,39 ) In3 & 1,10
&) 31,4 Fy e®in 2 & 37,8
h) In3 - 3 = -1,90

Epigrafe 7

[T} a) Continua.

[] a

Discontinua,

- 369

b)) Discontinua,

iy 2,87-10'®

) 0 d) 2,45 3 0,019
c) 5,98  d) —2,16
Q) e 1ng x 30,6

b) Continua para todo x € R\Z .

c) Continua si x e [F,

|:| a) No; no es posible, b) No; no es posible.
£) Si; y(0)=1 d) Si; y( =1
e} No; no es pasible, £) No; nNo es posible,
8] & 23 ms o %3 & 0,345 d) -1 &) No existe
f) No existe.
B & 1n7 2 1,95 W&’ x 0,779 C) No existe.
d) in2 z 0,693 e) e%senvi7 & 905 §) No existe.
£) In3 & 1,10 gre™ x 1,21-10%  h) senvy? x 0,988
i) Y2 - 2/3 + 1 & -1,05
T a1 b B0 5 a,57.507% o) E 0,177 @ 5
3)12 11 g)No existe. hiNo existe.
(5 0= x =1
=z 1 = x 22
m a) Alx) = {Zx—l 22 x =3 b) Es continua.
5 3 5 x 5 4
lit x axx=xs
E_pigrafe 8
m a) Cero: O ;3 polos: *1;3 A x = *1
b) Ceros: 2; 35; -0,851 3 polos: no tiene; A: no tiene,
£) Ceros: 4,79; —0,209 ; polos: —7§ x 2,33 3 At x = —%
d} Cerps: no tiene; polos: 1; 1,79; —-2,79; A x = 1;
% = 1,79; x= -2,79.
@) Ceros: nop tiene; polos:-1; A ® = -1
f} Ceros: 2; -1 3 polos: *3 ; A = = %3
Q) Ceros: 1 ; polos -2; A x=-2



h) Ceros:-2 ; polas: no tiene 3 A: no tiene.
i) Ceros: 10 ; palos:-2; 19,8; 2,33; A x = ~2 ;3
¥ = 19,8 3 x = 2,33,

j) Ceros: —%— o —1,47 5 polos: — % = =F,59; A: %= -3,9

k) Ceros: na tigne; polas: na tiene; A no tiene.

1) Ceros: *4; polos: no tiene; A:no tiene.

m) Ceros: #1;3; polos: no tiene; A no tiene.

n) Ceros:no tiene; poles:no tiene; A:no tiene.

i) Ceras: 1,5 ; poleas:no tiene; A: no tiene.

o) Ceros: 23 1,5 ; polos: no tiene; A: no tiene.

py Ceros: -4; -1 ; polos: no tiene; A no tiene.

11) Ceras: (4k+3)~g~; pal os: no tiene; A:no tiene.

r} Deros:3 ; polas: no tiene; A: no tiene.

s) Ceros: 0,387, -1,72 ; polos: -2 3 A:x = —2.

t) Cerps; 5 ; polos: - 3; As x = -3,

u) Ceros: no tiene ; polas: (2k+1dm ; A1 x = (Zk+ 17,

v) Ceras: no tiene; palos: no tiene; A: no tiene.

a) lim y = O 5 Az yv = 0 b} limy=2; Ary = 2
®atoo w-+ten

c) lim y = xw ;3 Aino tiene., d} limy = 0 3 Az y = O
®+tm x=tao

e) limy = *mw 3 A; no tiene. ) limy = ¢ ;3 A: yv = O
®too HE T ¢

g) Fim vy =1 53 Az v = 1 h) lim v = Q¢ 3 Az y = 10O
P e o ¥+t = =

i)y limy =1 3 f: v = 1 j}limv=§-;ﬂ=v=§‘
®tee oo

kY lim v = 1 3 A: y = 1 1) lim y = 0; A: v = O
Rt H=too

my limy = 1 3 A: y = 1 ny lim y = +w; A: nno tiene.
oy X Aoy

i) 1im y = 0 53 Az yv = O o) limy = +m; A no tiene.
w-+ton w+tom

pY laimy = 1 5 B: v =1 q) lirn y no existe;
W+tm w+Fa

fA:no tiene,

r}y lim y = %w; A: no tiene. s) lim y = *w; A: np tiene
n+to Xotam

tY) ITim y = 1 3 A: y = 1 W lim y e existe;
-+ too ®-+tw

A:ng tiene.

vy lim y = *w3 A: no tiene.

s+*tm

I70



Ejercicios del capitulo

Los alumnas que NO han estudiadn el epigrafe 8 no tienen

que contestar La5 preguntas relativasa ios linmtes infi-

nitos y las asintotas. Cuando en la respuesta aparece un

limite i nfinito entenderan que NO existe el limite.

ma)

b}

c)

(=}

e)

)

a)

h)

i)

i

k)

Dom: R ; Im R ; ni par, ni impar 3

— =

5 . . _ % o .
ceros: - 3 - 1,467 ; Inversa: y = —=3 no tiene
polos ni asintotas.

Dom:R § Im: [13+a) ; par; Ceros. no tiene; inversa:
no tiene; me tiene palos ni asintotas.

Dom: R 3 Im:z (-oo;wgf] 3 par ; ceras: +* ﬁ;— = + 0,B66

inversa: no tiene; no tiene polos ni asintotas .

Y
Dom:R; Im:R; ni par, ni impar; teros: ¥ -3 x —1,44;
9

inversa: Yy = ¥5—3 3 no tiene polos Ni asintotas.
Dam: R ; Im: [-2;23 ; Nni par ni impar ;
ceros: gﬂ + kn 5 nNo tiene inversa ; no tiene polos

ni asintotas.
Dom [R\€i* : Im ® ; ni par, hi impar 3 ceras: 2;
-1 ; inversa:no tiene; polos:l ; asintotas: x = 1
y = Q

Dom RAE+3Y 3 Im
ceros: notiene

* . .
IR+ (WIS, T %J > ni ,ar, Nl impar;
; inversa: no tiene ; polos:x3 ;
asintotas: x = 22 3 y = O
[

Dom: R ; Imz [—1311 ; impar ; ceros: —g; inversa: no

tiene ;no tiene polos ni asintotas.

——

Dom: IR\{ + 2 ¥ Im: RN{22 ; ni par ni impar 3

ceros: a 3 . a/2n-3
-5 % - 1,15; inversa: v = e

PDID§=:C—2‘-‘¢=—1,26; asintotas:x = B/—E; y = 2

Dom: R 3 Im: {i3+c0} 3 ni par, ni impar ; ceros: no
tiene; inversa: y=ln ’-‘—5-1 ; palos: no tiene; asinto-
ta: y =1

Dom: {R:; Im: IR z ni par, ni impar; ceras: 0,135;
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12

m)

n}

B

a)l

pl

q)

r)

s)

£

il

inversa: y = ex_z; palos: no tiene; asintota: x = O
Daom: (1z3+e) ; Im: R ; ni par, ni impar ; ceros:0 :
inversa: y = e*-1: polos:no tiene; asintota:r x = 1
Dom:=R; Im: [—0,77%9:;+w) ;3 Ni par, ni impar, ceros:no
tiene 3 inversa: no tiene 3 no tiene polos ni asin-
totas ,

Dom: R 3 Im:L~13+c0) 3 par ceras: =+ v& ; inversa:no
tiene ; no tiene polos ni asintotas.

Dom: [lj+a) ; Ims DE+; ni par, ni impar 3 ceros: 13
inversa: y = x®e 1 (x20); no tiene polas ni asinto-
tas.

Daom: {-13+w), x = 0 3 ImR\{1;3); ni par, ni impar;

z
ceras: % = 3 ; inversa: y = [—-3:—_-_-1%—-] — 1 .x & {1:273;

paolos: ¥ = 0 ; asintotar:r vy =1 3 x = O

Dom: RM{£2) 3 Im: R*\¢1/23 : Nni par, ni impar z
ceras: no tiene ; inversa: y = 2,:?‘%:“ ix 9 0) ;
polos: x = 2 ;3 asfntota:s: x = 2
Dom: RMW{S/2> ; Im: RN{1/2} ; ni par, ni impar;
— - . e ox + 3 . . 5
ceros: -3 ; m;ersa. Y = w1 i polos: 3 ,
asintota: x = 3
Dam: E£73+wy 35 Im: [OQ31) ; ni par, ni impar;
2

ceros: 7 ; inversa: y = ?‘"—+Z (0 < x £ 1); polos:

1 - %

no tiene; asintata: y = 1

Dom:z [RN{3}; Im: (-0 — §Ju(1;+oo) ;] ni par, ni impar

2
. N +7
ceros: no tlene, inversa: y=[:3‘xﬁ] x & {— -:—;1]

palos: % = 3; asintota: x = 3
Dom: R\ {—ﬂ + kn; keZ } s+ Im:[~v23¥21 3 ni par, N

impar-; ceros: (2k + 1 : keZ; inversa:no tiene

polos: no tiene - asintotas: no tiene.

Diom: [R\{ H } Ims {ye[R y#lg, yg(%;“} ; ni par, ni

kW

impar; ceras: 1; ;) inversa: no tiene.
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1 15 S5 :
W E$;1], ® o ?i; nolos; 3 a 14867 asintota: x = %
- 2
a)w by © c)ﬁ,?“ d} O a) —um f)if
Q) 2 coi, a Mo 1) nn existe i) é = 0, 125
= 24
k) -5 = -1.5 1) = = 4.8 m) —m n) 0,181
B) 0,994 o Eﬁ:;i*—@’ x 5,58  p) 5 = 0,5
q) e & 2,72 r} no existe 5) - sen a
3 STV,
t) 5 = 1,5 1} “73301’? x 5,40 viets 2981
P 220 ' 1 - 7 _
w) 7,03 10 u) —é"i" -\-2,72 Y) — H z) i—-ﬁ' = 0,36
l-cos x % 0
a) no existe by v = cos wx c) oy = xZ ‘
2 =10
In (14+x) %an—*——ggen—* wHD
di» y = * e) y = N "
i ¥=0 =5 we=Q
1[;+x - 1 w * O
Y
) y = i
i' ¥ =0
CAPITULO 5
Eplgrafe 1
[] & o,00 b) 0.44 c) -0,08 d) O
[Z2] d o,21: 2,1 bt) 624; 1560
c)0,01; 100 d)—1 ;3 0,000 011
ﬁﬂ Ay = 10. No, para la funcisn lineal y = mx + n Se cum-—
ple Ay = m*Ax por |0 que basta conacer Ax para hall ar

(= [+

Ay, pero para |a funcién y=x° se cumple Ay=(x+Ax)>—x>

y por tanto para calcular Ay es necesari o eonocer tam-—
bién el valor de x.

ay 2 b) -3 c) 5— d) m

Rectas. H wvalor de la pendiente no depende del punta
seleccipnado, pues |a pendiente de una recta es= la

misma en todos sus puntos.
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[6}] &) O bJ No existe. o) -2 o) NO existe. & 3 ) S
I____T'f'] Si. El walor dzl iim —Q;L— depende de x_ .

lid-—=2D) @
a,tb y d. Todas. 91 2 1
‘/—-—"—v ——
1] a) _5‘““‘“- B JL—:M 15) 2x -~y +1 =0
i3] F, P, v P,

(4] a) Bx + vy + 4 =0 b) 3x +y -3 =0 e} -y + 2=

Epigrafe 2

[i_‘}a)j by -2 o -4 D 4 e 4 6 —Z @3
vy 47 iy & ) 0,02 K) 2a+ b

al 33-- B) —-2-3—-/-_—1-

u
>
!
~
!
£
NI
-
#
o

a) y'= 5 . b) y'= A €) y'= 2x + 1 d) y'= =2x
B oy — '2 £) y=m o~ uﬁ‘_; g) yw'= Pax + b

® H
hy y'= @x® iy fro0 = St iy oy= ex®

K

Fioy=—1 |, £ (1) no existe. a) No, pues no 1o es en
cada punte de su dominio, b) &t
a) En  x By -1 O
4

La derivada de una funcidn en un punto, si existe, es

.

[l [=]

un numero y la funcidn derivada, si existe es una

Tuncidn,
a) (o3 Py 33 £) (1;0)
a) 0° k) 88,2% o) 81,9°
Epigrafe 3
—b
al y' o= B’ B) y© = S4x*? )y = —
w
P |
@ y'= T2 e y= aow®e az®r 20 £ yo= k- 1
®
wZ 12 21
g) y'= Skt 20x% tex® h) y'= i—migi%i i) y'= 5"—;
(x~&) 2
. 5 3

3 oyr= swt o+ 8eT o+ e 2n o+ 2 k) yo= 1Bx 4+ Sox - 24
D oy'=3x"- &0 @) f GO= 3%~ 2 + & n) y'= 14x + 20

C s . 3 B SV
B) vy o= 2x o) y' = 4x + 2x B) y'= 5% = §
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. —2 . -2 ~8x

al y' o= r) y' = )y o=
xZ % %43y ®
t) yo= -1 . u) y,zg Vi oy = -l-Dx?__
{x—2) (14x7) %
W oy o= "1 )y = T12x7+9xt-au® —ppy.7
(x+1)2 (3t -2x—-7)2
3 . —2-2x* =) - ~3xz+8x~12
yry z.2 Y z 2
(1=-x%) (x"—4)
[Z] & y'= 9® - 4x + 5, 18 ) v=27/2 x + v =
c)y’=%x3—bxz+7 d)y‘nex—é; 10
B} yv'= —10x+ -2— x*+ —1-—% % ) y'=20xp + Gt 2x; 0,2
: =
gd y'= 2u : %‘_;_ ) oy o= _'11.;; =
(Ix—x?)® .
2,40 2
i)y y'= M Flex i) v o= . T4 4w + B . 2
ix+&) 7 (- He o+ g2 4
4 3 L2 CR——
Kl v o= _ax + Dayx Slax ~ 1) y'= __ar_‘x2+._ad,< .
%+ % - 172 (b ® +ox+d)
Blx=0,x=3 [B) ¢’ ¢y = 20 ~ 12
5] ¢ ) = a5+ 10x + 2 71 760 =2, g7txy = 2
@ b c=1 c) Las funciones se diferencian en una cons—
tante.

1 ""A:.J{‘"S
y'= - Fidu)y = =0 o4
i 2o 12 (x“ +5x+6)2

. ~F %y —g (%)
g y-= S

(F (x34g(x3)2

» a) Fex) = x? 4y Flx) = x? 5 2 c} fixy = u* +—% %2

@) flx)= %rx°— % x%+ %%~ 3 &) foo= _% + :é + u} + 1

Fr oo =%+ 2% 50+ 84 (o2 ooy " ) "
Za -z o N T ig B} 1 £) ~7
M a2+ y -5 =0 bY 17x - By — 14 = ¢

C) 3 + vy -8B =0 d) IZBx - 1ty — 583 = 0

) x —y — 1 =9 Y 70+ vy + 43 = o
A5) a)y vy = gy b) vy = 3Iox* + 14
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)y = d) f ity =
(x+32)
B g 6o = LA %.\:2 £) oy = 126 4 2
? 4
g} vy = - h) A~ } =
X x* (14r)
97 = f'Tg v 2f g + ggr-
ar y = 720x%-18x by o 0o —2:‘-- cy y ' 21‘:’“
H ®
"= 18
a) FO) = wi7y 4 12 b) fGo = 324 5
e fixr= § T+ g ¥-Tx 43 d) F 00 =100 - 1025 %+ 3554 203
2% -3y -5 =0
E‘?x+y+18=0,9x—y—-‘?=0
(23] v = %%~ % + 1 27] y'= 2 3] (13-3
Epigrafe 4 No necesariamente . =31
29 x 2 ® 2»:'/:4
C) y = 1 + 1 d) y’=4x’+%xn-/x
Y x
e) y’ * fr yr= Lr x
2 x ey )P 2Y n (1-x)®
al y'= & (2% 4+ 1)% bly = S5(3x* + Sx ~1)%*(4x + =
€y EZ-6t-t%) (Ztrs) ) ympm S %~ g- x* 420 % (n-1)
&) yi= 9 £) oy = 32
2 ¥ 9u+s Z ¥ BFx-x®
- + 1
= PIRVAL S S R frt =t =
(o -
4 1642 v
R A - T S0+ 3
D oy= 6(% x7=0,03x %+ 12x — x7)F (24 0,12x% 12 3%
2
kY oyt o=z ow® - gy 0 o 126en®
(x+3) %
2_ 64 a _ a4
e 2023 (kg 43) ) M
m) y'= P n} y'= .
(x%+3) &6 <« 5
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EZ} ay e vyo o =
= 2a"x + 2ab

Filltwd =

E'f'(w)

a)

G

by w'-

<
I

ay o°
45°

EIEEIER I

Epigrafe 5
11 a) y'=

€Y y'=

a)
a?

i)
a) y'=

c)

ey y'=

q)

123

27 Fixr)

4% + 3y -~ 7 = 0Q

2% + By -~ 20

&x — Gx . 7
o) y'= P -
VR 2 (x+4) Zx+1
=F arh ) '—';:—IE-
= z w2
P B q)y,w__ 3
2xiesy? T 2 ?ey? a
2 . .
b4 + w21
= IR
LA dy —=2e 2)-1,58 £) 0,904

T84

2(2x + 1) (BOxZ + 16x + 1)
—Bw—1

ax (2sb 11 x (Znr1s

12x+5y—41=0

LTS

= Q 4, 2%+ Ry + 20 =0
4 + Iy - 25 =0 , 4x + Iy + 25 = 0 iz} 78,7°
en (0;00 , €,1° en (13510 B 40,6° ©) 71,6
. 1
3 cos x b}y y'= -~ 3 sen x
—r
2y -2 ) ys L2
ey 2
cos XK
-2 i tan ¥
cos x + 3 £} ¥v'= san x + ot X
12 - sen h) v'= 2 cos x« = 2
cCoOs X
cCos X ~ sen X
2 sen(S-2x} b} y'= 8
CDE‘:ZK
a cost{ ax+ h) d) y'= —~m sen {(mx + n)

9 cos(3x+3} £) y'= 4x wos(2x’- 3
X gen ¥ + ros ok

L2

/3{ (SEHK

2%

+ Ccos %)
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i} y'= 3 cos 3x + 2 sen 2x 1} vy’ = cos t — sen t
ki v St S S Z cos 3x 1} v '=—sen Zx
2 E}
x W
1 -2
ml oy = e — Sen x n) y '= 2
- (sen ¥ — cos x)
i b
2w . 5 —1
FY oy ¥ SEN K F Cos ¢ o)y mz
g "x sen’ x
p) oy'= —x? + Cot x Q) v'= 1 + 4 :Z': i:
sen’ x /2x+1
ry v’ = 4 cos Px (1 + sen 2wx )
s} ¥’ = I cos Ixecos®rx - sen Zxesen Xx
oy = dx G- cosx®-1)?
u) ywoo= (¢-x2)sen:{
[Z] v = tan % - ser x
a) 10 3 Py - Z0x ~ 57 = O b) 2 €} -D,514
d O 1 vy =0 e) 2,44 f) =,98 g} ~0,4647
[B] &) ftx) = -zen » b} fix) = sen ¥ + cos x
c) fix} = sen x ~ cosx + 4 d) fix) = 3 sen x
2) Fix) = %+ cos :{—é ) flx) = tan x + x + 1
wo o= {7 . n P " > ar m=m STT
a) {£k+1>§ voRT g b Rkny, RaT omz 2k (ked)
By % =k T (ke
H = i <«
% o= 2Zkr (keZ)
7] @& % -y —r = 0 By vy = - 1 c)x+y—%:0
d) yv = 4,58x ~ 0,231 B) y = 1,82 + 0,03
]10} al vy’ = 4 gos 2w b) y'° = 2 tan x . sec’x
11_i| a) vy = 8 gen Zx b yv""'= -3 sen x — x cos X
Epigrafe 6
o +1
a y'= 2 b oy'=4e”  e) y'= 240" dy y'= =
%
. X x X ®
2) y'= p (= + In x) ) y'=e"{Ze” + 1) g) y'=
b
. 1 . _ 1
a) y’ = s by vy o= o
. = bx
= d) v o=
Sutl Tnley
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2l oy %?§~:wi~m 1 oy
I E S |
g v =1+ in o« hY 4
. R T N . .o 2
1 oy " o= o e e 3V oy o= i
3 X
®
2 1 Iy
By oy o= 2® 10 1Y v'= oyt DL
v ¥
1 4 1
=T e e )] = BT
ml oy w oIn x ny o ®
4 —
BY v o= 5 Ve o) ¥y’ = oot oy
PY ¥'= cos x + % COs In x + gnt ox + v
al y'= 21 + 1n SN 1) cot oy
A oa) yr= gy ot b} yr= g**2 €} yr= 3R 3
d) y= —p* 2) y = —2e 2% ) yi= S g
2 S
Q) y'= —10ug ¥ h) y'= —fij;gi- P}y’ o T(nfogy X -Oxn
2 fo
i} y'= rcog i kY v o= @y ln
3z
(2] a) 1 b} &y Zu-Sy+8-0 €} Bedr2 | (Bet?)x~y—da—p=n
(5] &> x + 4y - 13 =~ ¢ B x + 1%y - 1 = o [g) 2 2
3z
a) v o= — BY v = 2e™ (1 4 0,2,
(1)
>
Eﬂ a) yooo =.“_;;m; b) w5E 3D R
(1+4x)
. ' 2
C) y'" =" (£, In x ~ -1 )
¥ N
387 0; 13 2; 2 (1T} - 2} 3% -~y —an3-1a=p
13 & f60) = 4 1n x By FGO =3 1n % 4+ 2 gy Flx) = ¥
d) fin) = 25 ey PO = 50, 4y, FOO = x4+ In
Epigrare 7

[I] a) y-

(=g ]

f) yr

-

&M"'—L—
F

2

2
—12% sen 3x

b) yr= 13 cos{i3x—~1)

d) yv= e) y'= e
% (x+3) %
g) y'= 5"t b} oy = {95~%_
10N2+3
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) crea:&—ﬁ;—%),(l;m)

dec: (—o;

g) Erecisnte hY decs (-1 2}, (Z50)
i} Creciente i) creczto;ﬂ) dac:(—m;O),(é?m)
k) crec:(—m;%b,(&;m) dec:(%;é)
1} crec: (—m;—-1), (5;0) decs {(~1;5)
M) crec: (2z;m) derc: (—w3 2)
n} cree: {—w;-—0,5); (7300 dec: (—0,5;7)
M)} crec: (-e3—8), (“w,m} dec: (- *%)
o) crec: (1;32), (450} dec: (-3 1}, {(2;56)
p) Crecients
a) crec: u>i dec: x<1
b) crec: x<-1, x>»1 dec: —~1<4x<l
C) crec: x<-2 dec: x>-2
d) crec: x > 2 dec: x<Z e) Creciente.
£} crec: x<0, x»2 dec: 0Iud2
g) decs: x<2, x>»2 h} crec: x<i dec: x=i N
1) dec: x<-2, —-2<x<8, x>0
J) crec: uxl dec: 0O<u<1
k)Y cree: x<-1, x>l der: -—1dx<t 1y Creciente
m) crec: x}é dec: 0<x<é
n) crect: x>2 dec: x<2 P} dec: w<3, 3
o) crec: x»1 ec: x40, Odrdl
P} Crecs x~—f[_ﬁ fr;“ des: —Vfgﬁ{xifr;“
g) crec: x«:’._l—, Kol dec: —-21u»:_><<1
e e
r} crec: Q04x<2 dec: =<0, xx2
s) crec: 0QIx<3 dec: S<x<10
t)y crec: %{xé%, Ezixin dec: Gixf%, %{xtzg
ul grec: x€0,21, x>7,29 dec: (4,21 < x < 7,29
¥) orec: S5,B3x40,17, x»3 dec: x<3,B3, ©,17dxd3
crec: (-wp-1), (233, (4:m) dec: (~1:;2),(3;4
(&) a 51 b} Mo c) St
I8z

—23,(ué;1)

-



[7] a» S by No ) 9
Epigrafe 9
a) max: f{(2) = 128 min: f(a) =0
B) min: Ff(5) =75 c) min: f{-1) = -4
-
d) max: f(1} = 4 &) min: f(:,%) = — ﬁg’?—
= 27
) maxs: Fl(l) = -4 min: F{3y=—2 Q! No tiene,
h} max: £(0) = 14 min: £{(2) = £¢{(-2) = 0O
i) maxt F{~-2) = -32 min: f(2) = 32 3} Mo tiene,
[Z] a) max en & = 2 b) max en % = 0
C) max en x = gd—zkn, min en x = zj—ﬁﬁzkn
T . T
d} rmax en n = 3"‘21{”. rmnin. en x = —=+2kn
e} rnin en x = %"Fl’kn £) No tiene. g) No tiene,
h) max en & = Z2knm, min en x = (2k+iin
i) min en x = 2km
JY max en x = %+ e, minp en x = — e kn
k) max en % = -1 1 min en ®x = 34—
¥ e
[3] a) crec: (~o03=3), (25000 dec: (=3;2)
— 43
max: f{=3) = =5 min: f(2) = %
b) creg: {-2;- %). (13m) dec: (-w;-2), (- %;1)
max: f(~ 1) = ?—1 Comin: f{-2) = £42) = 0
c) crec: (-~om;— %—), (2;00) dec: (- ;;2)
=3
maxs f(— %) = — ?«,‘_,‘—? mins f (2) = -43
) crec: (~w;—0,5), (0,25;0) gec: (~0,5;0,29)
=t . 197
max: f(=0,3) = g min: f(0,25) =7—4361
= & 57 ; — Smy 7
a) max en x a4 min en « = 237
B max en x = 0, = minenng-,'i%
; oo . . m
€) max en x 5 min en % ¥
= et 1 = aa
d) max en x 3 min en x 3
b
®) max en ® = 0, -'I%, i% rnin en x = 2, T, S,Ti
f) No tiene g) min en x = 2,21 y €n x = 5,35
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) min en w = 0,57
[5] max en x = i min en g o= 3 [&] s
2
E?_} (e : - % ) [I_F Co— —%}_wg. Del =igno de &,
ijp=-2 g-=24 (2] a = 2, maxime .

Epigrafe 10

2

il D

[ 3

1t

[T] ar 0,488 by 0,745 c) 1,2 df 2,03
e) 0,519 1 2,025 ) 0,50754 h) 0,50226
(2] a» 5 bl 1,1 c) 0,90 [Z] 1,0019

Epigrafe 11

I} svys 2] 1 (3] = (4] 6 v 12 5] &
(6] &y 4 y 4 b) B y 2 [7] Cada sumando igual a
[B] 6, 6 v & [ 1 [15] 10 cm
[11] Cuadrado de 12 cm de lado.

[1Z] Cuadrado de iado L

1

18

R~

.

Lado de la base: & dm, alturaz 3 dm
I cm (15] 3,46 m x 0,58 m 1:2
1 10 em x 5 cm ar 2ov 2 » 15‘/-2( by 32 % 18

L

e

,:,x—l——n— @E—]Eviﬁm 211 24 2 m

ENCRE

Y 4 cm b)Y 3 cm @h=r=8f2 cm

2= -
- & = b b

IZ&] Hay dos puntos F‘i(—-E/; $2) 0wy F‘z(‘?'v’ 2 32)

z z
" Vg SEna
271 45 28

55—
Epigrafe 12
[T] & 1,0 em/s32,0 cm/s®  B)1O cm/s310 cmss®  ©) 4,0 cm/s

2
b,0 cm/s ) Z,0 cm/s34,0 cm/s® @) 2,0 cm/s310 cm/s

2
£) 0,52 em/s ;3 -0,95 em/s°  g) -9,1 cm/s § 5,5 em/s
. 2
3 v = 3Imls a0 m/ s> b) v = 8 m/s a =-32 m/s
a) ~20m ; 4 m/s ;3 & mss 5 2,3 km o3 0,66 kmis ;

0,13 km/s® b)) 1 m; 16 m/s § — 0,62 o/s2 3 20 m ;
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~- 0,78 m/s 53 — 12 m/s°

[4] Al cabo del tiempot = 24 de iniciado #1 movimiento, a
una distancia s = 592 del punto de partida.
|:| Al cabo del tiempot = 0,5 a una distancia s = a .
[] & v =35-9,8t a = -9,8 b} t & 3,47 ) 64,172
. 2 Y 2
[7} 86 Kmsh v=4-E—,t= 5 = [F1 15 cmss
0,4 unidades/s 3,7 co/s , 40 cm®/s
-1,9 m/s
Ejercicios del capitulo
[T] a) y'= 3x°~ 3 by y'= ~ 4+ A
) y'= 4(%7{ - xa)a(% - 3% A ym il
‘ (3-5x)
as
e 1 ;M —2
e) y'= g "{1-x) Y y'= -:,,;n(3>< -2ie
. x
Q) y'= 2 h! v'= caot » — tan %
» -7
2
. . +14: ;
iy y'= 3}; 1:.<+1& iy ye= L
RTHER T L4 1—x?
kY v'= 1-2sen 2x 1) y'= ! — !
a SEE K
Cos K
@ a) y'= 3:«2 + Bx + g B} v = m—;&————
] ~10 (x-%12
c) y°= ——
(r—3)
IE a) dec: (—o;0), (O;m) b crecr (~mw:3), (3;u)
c) crec: (—w3;0), (230mw) dec: (032
d) crec: (-2;0), (1;0) dec: (-wp2), (O;1)
e) crec: (-wj~3), (—3;0} dec: (033, (Ziw)
£} crec: {(-w;-2), @3« dec: (=250}, (G2
g} erec: (-w;2) dec: (20
h) crec: (O dec: (-
. . n “in . _ " 5
i) crec: ('1—2+kﬂi-1—z,~_~+i::n3 dec: (!f-n;jfw_f_~;+kn>.<13'%+m;u.:+1)rn
i) crec: (i:n';g_ﬁkrz) deac: (%-H«-;n;(!f."tl)n') (ke )
k) crec: (0;%) dec: (—g—;n)
1 crec:(o;g—), (%;En) dec: (%;”—}—g-) .
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B} @2in 2 [&) » = 2kn ,keZ
a) Creciente. Ng tiene.
b) dec: (—ew3-1), (~1;0) crec: (O3l), (1j;mw)
minz ¥ {(Q)=3
c) crec: (~wm;—-1), (—1;0) dec: (0313, (130
maxy FI{O)=-4
d) crec: (0;%), (n;ggi der: (E;n), (§522n)
max: f(§)=f(§-g)=3 A L _
min: FO)=F(ad=F(2n)=0
e} crec: (0;%), (ggJZR’ dect (%;Egd
max: f(%)=ze ming f(3§)=g
) Creciente. No tiene
g) crec: (0;%) dec: (%;n)
max: f(%)=1
h) crec: (0;%), (E%;En) dec: (%;EQ)
max f(%)ms/-:: min: f(-S-—z-)=—3/;
i) dec: (—wm;ln2) crec: (In 2300
min: gf{ln 2)=2-1In 3
a) Cual qui er funcién del tipo fixy = é. e % X + €
(c<slR)
b) Cualquier funcisn del tipo fi(x)= x°+ e & del tipo
fer =L o cemd
al Cualquigr par de funciones f y g tales gue
Sl v + @ y  gix) 2'% x + b (aclR, b<R)
b} Cualquier par de funciones .f y g tales aque
FOo= %"+ x +ay gl = = x*— x + h (acR, beR)
a) g(x) = %2 + éx + 9 c) 572
Cuando ¢t = 1 s y su valor es v=7 mfs
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) i'ezx— 1 es bx o+ o M - e Lo - 0P ¢
2 & &
@) Losen (2« + 1) v e £ 2 In (2 + 3 4 ©
R
Q ® g F -
[Z}) &> Na hy G ) No gy i
@) 51 F) Gi gy Gi HY No
[4} En cada inciso la ¢ debe darse con dos valores par-
ticulares cualesguiera.
1t -
ar - Zx o+ C b)Y 2%+ ¢ ) ; we dy — 5o =
2) '1'2 wtoa e 1 T e+ 3y o+
ua T, z z
gy + J’; o By S 7-%—- + 10y + ¢
=z A
iy ate o+ %—abx3+ é—b2x5 + ¢ iy D okt
4 3 4
)} (Dt-3ix + ¢ 1} é sen 2y o~ = ens 3x b oC
. 1 =z
m) — 8 s 3 o+ ¢ ny o5 v Tx o+ oc
By - é a8 ™ o x4+ oC o} 1n |(| L = TRy

Epigrafe 3

[g] Analogla: En ambos casos para calcularlas se  buscan

primitivas.
Diferenciar La integral indefinida da como resul
funciones v la definida 25 un nUmMeEr o.

[Z] Mo, porgue no es continua en el intervalo dado.

ﬁa at Correcta . b} Carrecta. ol Lorrecta,
d) Incorrecta, e! Lorrecta .
)
[4) & 55 b g— )0 d) 2 g1
1 . 3
) e~1zl,72 g) = )1 iy -3
P oy e - . i1 a 1
3y 7.E3 Y2 (E - 1y 1,30 1) s e+ e - 5= 7,10
i _
w o n) 7 %(ez+ et oyn 1,3 o) &
Nota: fie usd e = 2,72
[Z] ay 12 — %E x 7,29 b) No se pusde rcalcular pues 1a
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funcion £ no e=td oedinids en Lode ol 3Faier valy Loy Ly,

6] ar v By W Ciot TEERY
ey F ) F SEEAY R
(7] &y & ki 2 3 g
al e £y — 1 [V by o2

Epigrafie 4

-~ . o - @
1 : a) EHou k) Ta i
= T . F4 R
L;‘_}' H  u by W H DR
& 2 L e w L3 B
H - u i Do A R I
4 3 0oz T
e) 18 un b — U Fr o 5 = 1
) ] 152 H “2
S i

P =1 75

a) I9 u by W ou ) ~ H
d) 0,368 u el % ou I -fu’

@ é ) Eﬂ al 5;3 1l BY 8 o [ h o}

@ al i: u? CRIY: ST Ty ;‘i L 4 i:?
el % uz 1 :-]3‘? ué o i U?.
hra®*1n2 u?a 0,893a%08 1Y 0,878 o

a) guz by 1,10 u” croa,nEr G d) 3,14
B} 4 Uz +) %U u o) f% u.z hy 5;:—% w2

Ejercicios del rapltulo

m a) F{x) = .. é CO5 3N O+ o0 By Biw) = }, %y 3wt
) Hx) = 2 1n fxf % a4 e
d) I(x) = ;_5 e“s % sEn 2k o4+ o

3
e) Jix) = 5:: w?. %—5 X+ 1n 2 + 1)+
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B2

) EGH =9 x — 8 x5+ 2x%+ o
i s t =z 3 1 a4, 1 s, &
el a () o o e N e W = o - N =
2 a) Fin 4‘~: 4~c i h) Bix) 4‘1{-'51 T
£) Hix) = e+ 3x ~ 4,4
oy Tiny = - % cos 4R+ men u o+t =
[£] ay £ix) =3 2™ - ,l“ sen ;15 x
2 2 o
by Fix) = 12,5 e 17 X gen 3Ix + —:% w  *
L X
i 3 3z
-y F = tos =+ o o@ +
ey Fiw) i3 [l 3 = & =] 1 .
dr £ = E~ ~ ki L - 2eos V2w
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e —tt2 %
(4] &y — e "+« bY m— + % — In |x| + &
. L
a3
i -3 =
ey ox @Y - 1n t.&l + d) = sen 2H — = %% s+ C
o =
. i o X . - - i L0
@y - g Cos (Fx + 1) — de™+ ¢ £) 3 1In |x] * 5 e +
2
- 1 - - F _a
g = in |Sz-3] - w sen (Fz + 2y + £ = *c
bl
1 Txta o - 7
’ wy RS A ] + x4+
b 7 7S (e A0) W I
i) % e —é—, In x| + 8 sen ‘% +
. Tl B L2
it £ Sen 2+ o + o k) 5 1n l*:i e
2 ) z
1} iée’<+q: et 2;— lax + 1274 a“w + C n} g y +
v o W
e -1
(51 &y — p cos & + @+ men x + by In |w| - x "+ €
ad
2
£y ®o— e "+ ¢ d 5- -~ 4x + ¢ e) vy e i+
gy 12 q) — L hy — 4
" g f‘ =
3
. ? oz
iy o1 3) 20 Ky £ ok’ o+
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Yy 1+ m} L AL n) [,___wf] v + C
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'Anexo

Tabla de cuadrados

——

w0

x 0 | 2 3 4 5 5 7 ] 9
1.0 1.000 1,020 1040 1.061 1082 1,403 1.124 I. 145 1166 1,188
1 1216 1232 1,254 121 1,100 1323 1,346 1,369 1,392 1416
12 1440 1464 1.458 1513 1,538 1,563 1,588 1613 1638 1,664
1.3 1690 1716 1,742 1769 1,796 1823 1850 1877 1,904 1932
14 1,960 1,988 1016 2,045 2074 2,103 2432 2.161 2,190 2,220
15 2250 2,280 1310 1341 2372 2403 2434 2465 2,496 2528
16 2 560 2,592 7614 1657 2690 210 2,756 2,789 2822 1856
17 2,890 2924 2958 2993 3,028 3,063 1098 1133 1168 3,204
18 1,240 3276 3312 3,349 3,386 3423 1,460 1497 3534 3,572
14 3610 3,648 3,686 1725 3,764 1503 1842 3,881 3920 3960
20 4.000 4,040 4,080 4,121 4162 4,203 4,244 42385 4,326 4,368
2.4 4410 4452 4,494 4537 4580 4623 4,666 4,709 4752 4,796
1.2 4540 4484 4928 4973 5018 5063 5,108 5,153 5.198 5,244
2.3 5.290 5,336 5382 5419 5476 5523 5570 5617 5,664 5912
. — - -
24 5760 5,808 5,856 5,905 5954 6,003 6052 6.401 6,150 6,200
2.5 6.250 6,300 6,350 6,401 6,452 6,503 £.554 6,605 0,656 6,708
16 6.760 6812 6564 6917 6970 7023 7076 7,129 7,182 7,236
27 7.290 7,344 7398 7453 7.508 7,563 74618 1673 7728 7784
28 7440 7896 7952 8,009 8,065 8123 R.150 8237 £.294 8352
29 8410 B.468 B.526 8,585 B,644 703 8762 8821 B.HHO 8,940
30 9000 5,060 9,120 AR G242 9,303 9,364 9425 9 486 9 544
34 9610 9672 9,734 9797 9,860 9923 9986 1005 10.11 10,18
3. 10,24 19.30 10,37 10,42 10,50 10.56 1003 10,69 10,76 1082
13 14,89 1096 1102 11.09 1,16 1122 11,29 11,36 1147 1149
34 11,56 1163 1170 11,78 1483 190 1197 12.04 12,14 1218
15 12,25 12,32 12,39 12,46 12,53 1260 12,67 12,74 12,82 12,89
146 1296 13,03 13,10 (318 13,25 13,32 1340 1347 13,54 (162 |
37 131,69 13.76 1384 13,9 13.99 1406 14,04 1421 14.2% 14,36
38 14,24 14,52 14,59 14,67 14,75 1482 1490 1498 1508 15,13
3y 1521 15,29 1537 15.44 15.52 1500 1568 1576 1584 1592
49 1600 1608 1606 1624 16,32 1odD 1648 1656 (6065 1613
. ————— — . v - e [ —_—— e ——
4.1 16,51 16,89 1697 17.06 17.14 1722 1731 17,39 1747 17,56
42 17.64 1772 (1781 i789 1748 806 1805 18,23 TR 1840
41 1R4Y 1858 1866 175 141892 1501 1900 ”_li?_,_lﬁ_mi_lgjl_,
44 1936 19,45 1954 1962 1971 1980 1989 1298 2007 20,16
20,25 20,34 2643 20,52 2061 20,70 079 2088 2098 207
21,16 2125 234 7144 2151 Naz .72 21,81 3150 22400
r-——— D T e —— . - S - — — - - —— —— ., — —_
47 1109 212.1% 1228 2.7 2247 22,56 22,66 2275 285 1294
48 2304 23,14 2323 23,33 2147 2182 2162 2177 2341 1
4y 240 24,41 242 2430 24.40 24,50 2450 2470 daky A8
50 2500 2500 2520 2530 2540 2550 2560 2570 25w 2500
5. 2601 2601 2621 26,2 2642 26,52 26,63 16,73 248 “’-z;
5.2 2704 27,14 2725 27.35 27 4h 2156 2767 2707 )7 44 1;»05
5.3 M09 2820 2830 2841 2850 me) 2873 wme osvd DY
54 2916 2927 938 2944 29.50 26,70 2981 2947 W ;_____-}E-.'i———'



N 0 1 2 3 4 5 f 1 B v o,
55 10.25 10.36 30,47 .58 1064 30,80 W09 .02 1104 3135
56 3136 AT 3158 .70 381 3192 104 L8 1226 3238
57 32.49 12,60 3272 1263 3298 131,06 13,24 1141 3352
58 3164 3376 3347 1149 14,00 3422 14,34 3446 1457 1444
59 1481 1493 1505 35,16 15,74 1540 15,52 15,64 1576 15,88
6,0 36.00 indz2 36,24 36,36 16,48 16.60 36,72 3684 16,97 37.09
6.1 LN 3733 17145 37.58 37.70 17,82 3785 18,07 34,19 18.32
6.2 3R44 18.56 18,69 1881 3894 35,06 39,19 39,31 3944 19,56
63 19,69 1982 1494 4007 4020 40,32 4045 40,58 4070 4083
64 40,56 41,09 4122 41,34 41,47 41,60 41,73 4§ 86 4159 42,12 T
6.5 42,25 4238 42,51 42,64 4177 42,90 4303 4316 41,30 4343
6.6 41.56 41,69 43142 43.96 44,09 44,22 4436 4449 44.62 4476
6.7 44,89 4502 45,16 4529 45413 45.56 45.70 4583 4597 46,10
6.8 46,24 46.38 46.51 46,65 4679 46.92 4708 47.20 471,33 47.47
69 4761 4795 4789 4302 48.16 48,30 48,44 48,58 48,72 4884
— . i S
10 49.00 49 14 49 28 49,42 44 54 4970 49 84 49 UK 50,13 5027
7.1 50,4 50.55 50.69 50.84 5098 51,12 51,27 51,41 5185 51,70
72 51,84 5198 5213 52,17 5242 52,56 52,71 5285 5300 53,14
73 5329 5144 53,58 53,73 53,88 54,02 5417 54.32 54,46 54,61
14 54,76 5491 5506 55,20 55,35 5550 5504 55,80 5595 56,10
75 36,25 56,40 56.55 56,70 56,45 57.00 5715 57,30 57.46 5741
16 $7.76 5794 S50 5822 58,37 58.52 53,68 58.83 58,98 59,14
kN 59.29 59,44 £9.60 5975 5991 60,06 50,27 6037 60,53 60,68
T8 0,84 61,00 61,15 61,31 6147 6162 6178 51,94 §2,09 62,25
78 62,41 62.57 6273 6288 63.04 5120 63,36 63,52 63,68 63,84
[ _— - - — ——— Nt e ———— i b i
8.0 64,00 64,16 64,32 64,48 64.64 64,80 64 96 63,12 65,29 6545
81 65,61 65,77 6593 66,10 66.26 66,42 66,59 66,75 56,91 708
82 67.24 67,40 67.57 67,73 67.90 68.06 o823 68,9 68.56 68,72
83 68.89 59.06 69272 69,39 69.56 8972 ) 10,04 70,22 7039
84 70,56 70,73 70,90 71.06 71,23 7140 7157 .4 1191 72,08
83 72.25 7142 7259 7216 7243 73.10 7417 1344 1362 731,79
8.4 7346 74.1} 74.30 74,48 Th65 74.82 7560 7547 75,14 15,82
i e e ]
N 7569 1586 76,04 76.21 7639 76,56 76,74 T4l 77,04 71.26
88 1744 77562 77.7% 7797 78,15 78.32 78,50 T 7845 7901
89 79,21 7939 79.57 7974 79,92 0,10 RO 2K B0.46 80,64 ROA2
) e e e e -
) 90 81,00 81,18 81,36 8154 8172 8150 K208 82.26 R 45 82,63
94 8251 B2.99 81,17 81,36 81,54 2177 8191 R4 (9 44,27 84.46
92 Ba64 B4 47 RS04 #5409 85,14 45.50 B5.75 K593 86,12 86,30
, 9.3 86.49 86.0% 46,86 7,05 £7.24 H742 8100 #7480 B R 8Y.17
Pﬁ 88.16 8855 88,74 8K.92 8911 8Y.30 H9.49 B9 68 8947 90,06
"9»5 90,25 90.44 90,63 9082 91,01 91.20 31,19 91.58 91,78 91,97
_9»6 9216 92,15 92,54 9174 9293 9112 9117 9351 93.70 4190 +
94,09 9428 94 48 94467 34 47 95 36 95,14 4545 95 65 95,44
96.04 96.74 96,43 96.61 96,83 9742 9717 ¥1.47 074 9781
98,01 98,21 98.60 99 411 940

98,41

94,80 98,00

3

R0 ¥, 410




Tubla de cubos

194

x ) 1 2 1 4 Y & 7 8 9
i 1,000 1.0130 1,061 1 NG 1125 1154 1,191 1225 1,260 1,295
(8 1331 1,368 1,405 1,441 1,482 AP 1,561 1.602 1,643 1,685
12 1728 1772 1816 1861 1907 1953 2000 2048 2,097 2,147
1.3 2.197 2.248 2,300 2353 2,406 2460 2,515 PAYH 2628 2,686
14 2.744 7803 2863 1914 2,986 3049 3112 31177 1.242 3,308
1.5 31375 3443 1.512 1,582 1652 1724 1,796 1.4870 1944 40120
14 4,096 4173 4,252 4331 4411 4492 4574 4657 4742 4827
17 43512 4,000 SO8H 5178 526K 5,159 5432 5.545 5,640 5735
18 5832 5930 6,029 6,128 6230 0,442 6415 6.5 5645 6.751
19 6854 6.968 7078 7189 7.10% 7415 7.530 7.645 7762 7.881
20 4,000 8.121 #242  B.365 RA90  N61S R742 870 8999 9,119
2.1 9.261 9.394 9,524 9664 %800 9438 1008 10,22 10,36 10,50
2.2 1065 VRIS 10.94 1109 11.24 L1349 1154 1.0 1185 1201
21 127 12,33 1249 1263 124) V198 il4 133 13,48 1165
14 1382 14.00 1417 14,45 1453 14,71 1489 15,07 1525 15,44
1.8 1564 1551 16,00 AL 16,34 16,54 L6.7H 16,97 17,17 17,37
16 17.5% 177% 1794 LK% LR.40 16 1882 19,03 19.25 1947
27 19 68 19.90 20,12 2015 2057 2080 2102 21,25 2148 2112
24 2195 2219 224} 22467 2181 2315 231,39 13,64 2189 24,14
24 2439 14,64 24 90 PANE] 2544 1567 2593 16,20 26,46 26,73
3.0 27,00 27,27 27,54 2782 25.0% IH.37 28,65 2893 19,22 29.50
3 2979 1008 10,37 1066 1096 1126 31,55 3146 3216 3246
32 12,17 1308 333y 170 MO 3433 3465 1497 3529 3561
1) 1594 3616 1659 691 17.26 37460 1793 38,27 3861 38,96
I 39,30 1965 4000 4033 4071 4106 4542 41,78 42,14 42,51
35 42,54 4324 4341 4399 4436 4474 4512 45,50 4588 46,27
3.6 46,66 4705 47 44 47U} 432} 4863 4903 4443 49,84 50,24
—_— A
37 50,65 $106 5148 51,80 5201 52,13 53,16 53,54 5401 54,44
3B 5487 5531 5574 5618 S6.62 57.07 57,51 57,96 5841 58,86
39 59,32 59.78 60.24 60.70 61,16 6163 62.10 6157 63,04 63,52
40 6400 6448 64.96 6545 K594 6643 6692 6742 6792 6842
41 6892 6943 6993 7044 06 T14Y 7199 7351 7303 73.56
41 7409 7441 7505 1569 76,21 16,77 77.31 7785 78,40 78,95
41 7951 80,06 A6 CYRN] FRWR %291 #2848 8345 §4.03 84,60
i et e e e O —_— [T . PR . et~

a4 K518 85,77 6,15 86494 47 54 UN.I2 53,72 8431 89.92 90,52
43 9113 0 9218 Y2 94 IERY 94,20 Y482 95 44 96.01 96,70
45 9734 9797 9541 99,24 9USL 1008 T (018 1032
47 1638 104.5 105.2 1058 106.5 1072 107.9 108 5

48 11906 1113 120 1127 113.4 114,1 114.8 15,5

4y 1176 1154 1191 V19K 120.6 121.3 122.0 1228

5.0 1250 125.8 1165 1273 1280 1288 1296 30,3

5.1 1327 t134 1342 135,0 1358 1366 1174 138,2

5.2 1496 414 1422 1431 1439 P44,7 145,5 146, 4

5.3 149.% 1497 1506 1514 1523 1531 154,0 1549




x i) I 2 4 6 7 K
54 1575 1583 1590 ~ 160, 1610 1619 162 8 1617 1645 1645
55 166.4 167.3 168,2 1691 170.0) 1710 1719 1728 173.7 174,
5.6 1756 1766 171,5 1785 1194 180,4 1813 1823 1933 P8y
5.7 1852 186,2 187.1 188.1 189, 190,1 1911 1021 194,1 1941
5.8 195.1 196,1 197,1 198.2 199,32 2002 2012 024 2033 2041
3y 2054 206,4 2075 2085 2096 206 2117 2128 FARE:) 2149
6.0 216,0 217 2182 2193 2203 2214 2225 2236 2248 235
6,1 2270 2281 229.2 2303 2315 320 2317 249 2360 2372
6.2 2383 2195 2406 418 2410 1441 2453 2465 2477 2489
6.3 250,0 2512 2524 2536 2548 2560 2573 2585 2507 2609
64 2621 2634 264.6 2658 267,1 2683 269.6 270,8 272,10 2734
635 2746 275.9 2772 2784 279.7 2810 2823 816 2844 2862
6.8 2875 IR8 8 290, 914 2928 294.1 2954 2967 29%,1 2994
6,7 3008 02,3 3035 104.8 3062 1075 W89 3103 e 3130
68 3144 3158 372 M8 3200 2L 4 1228 3242 1257 3271
6.9 328,5 3299 314 3328 1343 1187 3372 1386 40,1 I4L5
7.0 3430 3445 3459 3474 3489 3504 351.9 3534 3544 1564
7.1 3579 3594 3609 3625 364,0 1655 7.0 368,86 370,1 e
72 373.2 1748 1764 3779 3795 RN 1827 a1 1858 387 4
13 3840 3906 3922 1934 3954 397.1 1947 400.3 4019 4034
T4 4052 4069 408 5 4102 4118 4135 4152 4168 41858 420.2
15 4219 4236 4253 4270 4287 4304 4321 41138 43558 41712
186 4390 440.7 4425 4442 4459 4477 4495 451.2 4530 A54.%
4583 460, 4613 4637 4655 4673 464.1 4709 4
4764 478.2 4800 4819 4837 485.6 4874 489 3 4912
4549 496.8 498,7 5006 5025 5044 506.3 5087 5101
5139 5t5.8 5178 5197 521.7 5236 5256 5275 5295
5334 5354 5374 5394 5413 5433 5451 4473 5444
553.4 5554 5574 5595 3615 5630 5650 5677 5697
5739 5759 5780 580,1 5822 584.3 5864 5485 590.6
5948 5969 599,1 601,2 6034 &05.5 607.0 604 8 6120
616,3 6185 6207 6228 6250 6272 629.4 6316 6318
6383 6405 642,7 645.0 647.2 649.5 6517 654.0 656,2
6604 663,1 6653 667,6 669.9 672.2 6745 6768 6792
6834 686,1 6885 690.8 693.2 6955 a9y 0.2 024
7073 7097 T2 7145 7169 1193 7217 7242 T26.6
7314 7339 7363 7188 7412 7437 7461 T48.6 751.1
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[3 Domintos rnumdricos

! dominin e los maomeeos eniterns esta formado por los na-
turales y sus apuestos: & = {?: Il 229 X3; .,.}

1 o domicnio de 1os numerpos racional es estA formado par los

r

Cacioentes de gdivs enteros: { % Im. e £3 g =

1 domrnio de In; ramsros rezles, B, esta formado por los
racionales v los drvacionales; todo ndmero real se repre-

srdn decimal. 51 la oxpresidn es perid

racional , en caso confrario irracional.
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EANEI 5 F = {w = [Fz » > 0} 3 k= R {0}
o+ g + +
Ca 3 bl = {3 e K o a 2w = b} ta 3 b} = {x e Rt a 4 =2 <« b}
fa 3 hl = {.:: e By oa ¥ & m} fa i b)) = {:4 = Rr a = x < b}
IR T S {x S a} (—w 5 al = {M = R »n = a}
ta 3 +m} = {: = Re = a} fa 5§ +m) = {x & [F2 » = a}

Y1

kb

e oc amen e a

oo oo ened S an

real positive a @ 1y todo ndmero real o,
by

1a potencia de base a y exponente c.

a” recl—

mamsE-n real b 0 tal gue: =

=

=i

tisne Ias propiliedades siguientes:

LY
A v oSt o= [R
s r r r
i 4, a2 b= (a1 b}

r r.s rs
2 b) 5. (a ) = a
. -1 1
. Lo o =
r

e a I—
[4 ) Notacien cientifica
Hn nimaro estd ovpresado en nohacion clentifica si se 857

pe ks

Eaempios

1544

-k
a o 107 00 1 £ a

(g

1,564 107

050

210 vy ke i

<

9,8-10 %

o8

402




[5 } fichrinad o He un ATmErG roas

o

& ] Reglas de redondeno

51 el orden al cual s ve = sl adD DD wma
flecha en los eremnplos) esta o anddor o vie e 1y 2r T A4 s

yedordea por defaocito. Ejemplor

+ + -
1HAT =~ 1000 teay = $H0u
Si ewstas seguitdo de Dy & s Hi 9 ze redondes

LI
1980 %

4
Eijemplor 1751 x 1800 1

[77] Yalores aproximados

En o valor aproximado se Ilamas oifr

siopvificativas, to
das las gue Se encuentran a parbtis de Ia primara cifra oi-
faruvnte de ceroy; 51 un nunern 2sts B nbtacion cienbifics,
los ceros de la potencia de 10 no son cifras signrficaty-
VA,

Ejemplo: 1200 tiene 4 cifras significativas

O 4 trene 3 citras significativas.
GLoidfd ftiene 4 cifras sigrificativan.
i

0L,000001 £i1ote

cifra signifiocativa,

i

LI VS,

1,2-10%  tiene 7 cifras signsfis
Un valor aproximadn gue sk obbieng de wano exacta apdrcando
las reglas del redonden, tiens todes sus cidras sigrefioa—
tivas correclias. Ejenplos

1 we un ovalar aproximado de ¥z con 1 cifra corracta,

O =22 @z un valor aprodimado de & Con correctas.
2 - B Bl
1,4-10 es it wvalos aproximado de V/EU 000 o 2 cifras

correctas.

B'} Ronla fundamental del calconlo aproxiaado

Cuando se caloula con valores aprosimados el resualtado de-
be darse con tantas cifras signlficativas coro B dato gue
tenga meror nimero de cifras significativas., Los caloulos
intermedine se realizcan con una cifra significativa mas

que las gus debe tener la respuests; en caso de gue aeto
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sea demasi ado engorrosc, Se calcula con tantas cifras como

debe tener | a respuesta; nunca can menas.

Expresi ones algebraicas

[%7] Polinomio es una suma algebraica de monomios, se re-
n-1

presenta P = a x"+ a_x ‘«.ut a 1370 ,grado n
- o "

Fraccidn algebraica €S un cociente de polinomios:

o BPix)

HG = gy
St se multiplican O dividen ml numerador y el denomi nador
de la fraccidn por un m smo facter {(diferente de cero) la

fraceidn no cambia. 51 se divide, la fraccion se simplifi-
cag es conveniente operar con fracciones |0 mas simplifi—

cadas posible.

Ejemplo: (x=2)” et © = iﬁ_z)(i+1)z; se simplificd (=207
(-2 2 (x—5) R -

[E@] Productos notables

(a + )%= 2%+ 2an + ©° (a + BYla — b) = a°— b°

(x+a) Getb)=x"+ (a+b ) x+ab (ax+h) (cxtd) =acx + (ad+be) ) thd

[11] Descomposicién factorial

Factor comdan: ax + by = (a + b

Diterencia de cuadrados: a-— b> = (a + b)ia ~ b)
Trinomios: cuadrado perfecto: alt 2ap + hz = (a * b)°

<Za fr= + g o %t pr o+ g = (rta) dxtbhry con ath = p oy ab = q

2 z , .
|+ pM o+ Qs m Ao dge lax+th ) (cutd; ; con m=ac 3 psadibo g
g=ticd

Ejemplo:  @x®~ 3u -~ 2 = (2u+l) (x~22 2 ;

Tiemplo: T L T SR N T &
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[Tﬁ? Radicales

Radicales semejantes son los gque tienen 1 mismo indice vy
la misma sxpresidn subradical; se reducen como las  térmi--
nas senetantes. Eiemplo:

e — Vﬁa + fﬁé - 2¥a — afa +24E = (4-a)/a fa=0)

Racianalizar es el imipar 1os radicaies del deneominador,

F_pmlu-.—!'z loﬁkﬁ
Ejemplo: oo 7 ga =y
2 - _Z YA - o 2¢dE - :&i {a,b>D; a=h)
A5+ A5 Aa r AR AR - A 2
Focuaciones. Sistemas. Inecuaciones
'I3] Fruacien de segunde grado
A by 4 o= O {a;b,c &« R ;3 a=d}

‘ 2 . . - . ] .
D= B~ Aar es el discriminante, Si D > &, la ecuwacidn tie

ne dos soluciones: si D = O, opa solucidn vy s3 D < 0O, no

b & /0" aac
P

Las stoluciones SO o« = u "

tiens.

14] Ecuaciones con radicales
Fara resn'verlas gs necesar io racionalizar: se alsla el ra
dical v e aleven 2l Ccuadeado anbos mienbros: doanugs =g

resuelve Ia eouds o obboyntia. Fe necesario comprobar.

Eiemplo: /‘x

aislamos el radicals

racironalilzamoss
ralcess W= 13 ow = 2

e —_—

~

-2 85 una rair sxtrafia, puse: V{2+3 -1 =0 = -3

15] Sistemas de ecusciones

Los sisiemas de ecuaciones pueden rasolvarse por adicidn y
sustracocion (0 sea, por 2limindcian de variables) vy por
Susti tuacicon.

g sistemas de ecuaciones lineales pueden ser  determina-—
05 (tienen una colucisn wUnica), indeterminados (tienen in

iNitas solucienes) o imposibles (no tienen soluciond.
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Eiemplos:

oty = 5 AdiLctonande conduce @ x = 2! luego y = 4.

— ¥ = ! Ez determinade sy Urica solucidn ws t2:1)3.

1P e b Dw o= 4 Sustituyendo {2) en (13 ae obliene:
(2 oy = F ey Zx+2(I-MI=a; o gea 6=, Indeterminade.

| .
[ Wk Voo A Muliiplicands (4 por 2 y restandole (2

raesulta; 0 = 4. Impoaible.

AN 4
Sugtituyendo (2 en (1) resultal ¥ +x =8

¥4
o 2x =B; x = *z luegoy = jut- 3

anlucianes! (22 (=2;-2).

&) Inecsaciones

e Fresnlver uapa inecuacidn lineal se transponen las cong
Hantes o vy miephro v las variables a ntro (al Yranspaner
lse cambia ol signo del términod. S se multiplica o divide
ocor un numern pegativa, se invierte e sentido de | a dewsi-

:gudlﬂad.

fE_’lE:ﬂpl T D I R S G VR . | By ~Zx 1 » &
l e R ST

J o F 1 [P g
{Eﬂnjuﬁta sofucidn: (1 5 e -0 3 — S5/5)

Fara recnlver inecracliones fracoionarias se expresan = la
Fix) < q

s}
|%e descamparen en factores Plx) v GG vy s marca el signo

=0 &

£ RS

de 1a froccidn en rada uno de lows intervalos en que divi-
der A2 Ta recha res) los ceros de Fixgd oy Bk}, Los ceros
del denominador no pertenecer al condunte  solucidn, 105
el rumeErador pertenecer =i la desigualdad no es estricta.
- . G2 (e 1Y (e —13
Eiemplos Rranlver - )

1 -

(x+—} (w1}
z

|
ISe marcan los ceros sn la recta (Fig.Mid,

+ . 4+‘ .t
- - - - 4 - 3
4 5 ra
Fig.Mt

* > S 13 fraccidn es positiva y cambia de signa al
pasar- por cada punto de divisidn (todos losz sxponentes 500

. & .
imparec), Sso marcan Bsos signos en e recta.

Conjunta solocidn:  (—1;— %} RS e A T n
A - . .
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Funciones

[17] Fuﬁcion
Hna funcidn, /., 25 una correspondenci:a gue a cada! elementa
de un conjunto, &, be hare corresponder exactamente uri els
e to de obtro corjunto, B. Bl conjunto A es @ dominio de
La funcidn v s denota: Domif).

£1 elzmento de B gue corresponde a un slemento x & Dom(f)
se Ilama imangen de x y =e denota fixd: el conjunto de to-
das las imagenes =5 | a imagen de la funcidn vy se denota

Imif.

FEE} Funocidn ipvectl va.

Lina funcidn es inyectiva =i elementos  diferentes tienen
imagenes diterentes, an la practicass comodo utilizar el
Cion brarraciproco: es inyectiva si ode f(xi? = f(xz) G2 de—
Huc e fue x1= xzm Geomeétricanente esto significa gue las
paralelas al 2je "x" cortan a la grafica de f en an dnico

punto.

17] Funcian inversa

21 una funcion f ouw inyectiva, se puede definir otra  fun-
. R § . - < z

cidn, f 0, llamada inversa de f que tiene como dominio la

imagen de f v como imagen el dominico de f:

Danls ") = Im¢p) In(f ") = Dam{f)
v tal que fﬂ(y) =y cuandno fix) = yv; s decirs
Frrmen = f a0 =

. qrafica de 7' e5 simetrica de la grafira de f respecto

F la recte ¥ = Xx.

@] Graficas de funciones conocidas. Propi edades

Las graficas permiten recordar las propiedades de las fun—
Fiches:

- Son crecientes (decrecientes) donde |a grafica asciende:
{desciends} de izguierda 3 derercha.

Tienen tremras donde la grafica carta a aijie “"x".

Son pares (impares) si la grafice es simétrica respectc

al eje "y" {al origen di coordenadas).
-]Sl Ff =5 par Se oumplie FAsb=Ti-xi v =i es impary(xr= - (—x

v
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Funcren 1ineal (91g.0d0

Funcian cuadrafica FigLmdh

\dfmﬁb X+ C

Furcian de proporcional idad
inversa (fig.Ma)

a >0
(o,my L m Yemxtn -
e
] t - »-
) »
" = 2 2. \
-
Dom: B 3 Im: [ Dom: I 3 Ime y 2 ~D/da

Funcidan radical (fig.oMos

{ %:VT(
ﬁ: x /rﬂ_ﬂj
E— 0 Tl T -
Diyme: IR* H Tm: ER* Doy ﬂ\?i_ 7 Im: [Fl’{_
\ Funcidn seno (fig.ta) Funecidn cosena (Fig.t7)
1 ld'“‘smx { 15605 X
- n
1t- - = I
' Ealg / iy o
0 i i ' ZTr z | E/
z ! &
e e = - = = ~— - — —
Dom: B ¢ Tm: [-1 7 11 Bom: R 5 Tme [-1 5 31
Funcidn tangente (F1g.ME) Furridn cotangente (¥ig.H%
‘ |
| A | i f
: l I |
| | |
! I |
t— -  fm— d —_ e T
1 ) T +—7 5 - Iﬂ
z: , ¥ | 2 FE
I | ’3’ taﬂt X l '
i I ‘ | |
B | 1
Dom: [R\{(Elc+ i )%; keZ’.’}; Im: R| Dom: IR\{kn H Ic:e&":'J; Im: R




[21]) Funciones elementales
Funcidn polinédmicar Ez la gue a cada ¥« € R asocia Pix),
donde F((x) es un polinomio.

Funcidn racional: Es la que a cada x = B, con &{x)} = Q
ABLHTL & ;Ei) donde F{x) y &{(x}) son poli-
om0z, Las funciones polindmicas son un
casp particular de funcidén racional.

Se llaman funciones el enental es las gue =e obtienen al rea

lizar un mamero finito de opperaciones aritméticas y de cop

prsicidn con las funcipnes racitanales, trigornométricas,

exponenciales y sus i nversas

GEOMETH(A Y TRIGONOMETR <A

Angul os y rectas

sz? Faralelas y perpendiculares

lLas rectas paralelas tienen la misma direccidn

Las rectas perpendiculares forman angula de g0°

For cada punto de un plano s puaeden  trazar exactamente

una paralela y una perpendicular a una recta dada.

«1 Digstanmcia de un punto a una recta

Si desde un punto exterior a una recta se trazan una per-—
pendicular y varias oblicuas, la perpendicular es manor
que las oblicwas. Ls longitud del segmento de pefpendicu—

lar =5 la distancia del punta a |la recta.

@ﬁj Angulos complementarios

Son aquellos cuya suma es 707,

|[ZF} Angulos entre par-olelas
En la £ig.MI3 |y p y 5 secante. T
alternos: o v o v wg ¥ ¥ 83 & v ¢

Lorrespondientes: oy 05 (7 oy ¢i

Sy owr ¥ oy oo

CORJuaados: oy wi T oY o5 oy @ Oy &
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Los angulos alternos vy 1os correspondiertes entre  parale-
las sOon igquales.

los angulos conjugados entre paralelas son suplemantarios.

Eb? Los dngulos que tienen sus lados respectivamante pa—

ralelos o perpendiculares son iguales o suplementarios.

Tridngulos

[gf} Rectas notables de un triangulo
Alturas: son los segmentos de perpendicular trarvados des—
de los vértices hasta los  ladozs opuestos. [$ 1
pies de las perpendiculares se Ilaman pies de lac
alturas.}
Medianas: son los segmentos determinados por los vértices
vy 2l punto medic del lado opuesto.
Mediatrices: son las mediatrices de cada uno de Ios  lados
de un triangulo.
Bisectrices: son logs segmentos de bisectrices de los dngue
los interiores de UN tridngulo, cemprendidos

entre cada veérticeg y el Iado opuesto.

Puntos notables en un triangulo

Ern todo tridngulo:

» Las alturas se cortan en un punto l1lamado ortocentro.

« Las medianas se cartan en un punto llamado baricentro
tcentro de eravedad).

+ Las mediatrices se cortan e2n un punte gque es &1 cir-
curnicentro (centro de la circunferencia rcircunsecrital.

«» Las bisectrices se cortan en un punto gue es el incen-

tro [centro da la circunferencia inscrital.

|29! Suma de aAngulos interiores de un triAngulo

Y - - . ial
Lns angulas interiores de un tribdngalo suman 1807,

’_ ——— B

iﬁg} Trisngulos isdsceles
U tridngule es isdsceles si tiene dos lados iguales. ER
tpdo triganguio i=dsreles los Angulos opuestos a jos  1ados

iguales (lados) son igoales v se 1laman angulos de la Dase

El wértice del ofro aniulo en =3 wiriice prinoinz!.
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En todo trisdnguio isdosceles la altura, mediana, mediatriz

v bisectriz relativas al vértice principal coinciden.

Eﬁi} Tridangulo equilétero

Un triangulo egquilaterp tiene iguales sus tres lados y sus
tres angulos.

En todo triangulo equilitero las mediamas, mediatrices,

hisectrices v alturas relativas & cada vértice coinciden.

IEE} Triangulon rectangulo
Tridngulo rectangulo es el gue tiene wun Angulo  recto

(fig. Mil). El lado opuesto al angulo recto es la hipnte-

rusa y los otros dos son los catetos  (ar hipotenusa, b vy
C

c: catetos).

En todo triangulo rectingulo se cumples

bz + %o at? {Teprama de Fitageoras) b
.P_ - ey B E = Ccpns B
& a
b e < \\\
¢ = tan B g - oeot B A Fig. mM11D

&ffl Paralela nedia de un triangulo
£l segmento gque une los puntos medios de la base de un

“riangulo es paralela a la base e igual a su mitad-

[ll'lCriteriDS de igual dad de triangulos
Dos triangulos son iguales si tienen respectivamente
iguales:
Un lada y | as angules adyacentes (a.l.a.l.
« Dos ladows y =l 4ngula comprendido €. a |. }.

. Bus tres lados (101103,

35} Criterios de semejanza de triangulos

Pos triangulos son semejantes sid

- Tienen dos dngulcos respectivamente iguales (a.a ).

. Tienen dos lados proporcionales y el Angulo comprecdi -
do entre =llos respectivamente dgual {l.a.l.},

. Tiengn los tres lados proporcionales (1.1.1.0.
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[EE} Elgﬂificacién y propiedades de los cuadriliteros

Par al el agramos l

« Los paralelagramos tienen suws | ados opuestos jguales vy
paral el as. Sus angulos oppuestos san iguales y las consecu-
tivos suman 180°. Las disgonales s cortan 2n Su punto me--
dio (fig.M12).

Las rectangulos vy 1os rombos son paralelogramns especiales

Rectingula Rombo
- Sus rcwatro angulos - Sus cuatro | ados son
san rectos iguales
— Sus diagonales son = Sus diagonales son per-
1guales pendicularas y bisecan—
e angulo de donde parten

« El cuadrado es un paralelagrama gue es a la ver rec-

tanguleo v rombo.

RECTANGUL
RoMpo
CLAVRAPD
Fig. MI1Z2

Trapecia
. Los traperios son cuadrildteros gque tienen un par  de
lados paralelos. Los lados paralelos se llaman bases del

trapecio (fig.M13).

. El segmente gue une los puntos medios de los lados ndo

paralelos de un trapercio Cparalela media) as paralelo 2

las basas vy su longitud es igual a la semisuma de las 1on-

gitudes de ellas.
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FRAPE &0

VEOBOELES \ RELTANGUL o

/____-\T_ -~

A ' r

F1g= Mir

;J e virpunfersanelis £ un rmujuntu chiz puntmg que  engue

diwtan do une llamadp centro. La distarncia de cualguiser
punto al centro ss gl radio,

El segmento determinado por dos poentos en una circounferen-
cie =25 una cuaerda, si el centro e2sts en la cuerda @4 un
dramete o,

51 uvna rects corta a la circounterencra en dos  puntons es
senants a la circunferancias vy ai Ia tora 201 un salo punto
tangente. Las tengentes btraradas desde on punto s la cir—
cunforencia (son dos) son iguales v cada tangente e per-
pendicular al radio er e! punto de contacto.

For tres puntos no alineadis pasa una circunferencia y oso-

1o uray su centro 25 8l punto de intersecoion (circuncean-

tro de las mediatrices del triangulg que determinan.

Operaciones con vectores

[ZH] vectores

Un vector tiene direccidn, sentide v madulo; se repres=nta
por un segmento orientado. La direcrcién del vector == 1a
direccicn de |la recta que 1o contiens, € sentido es gl de
la semirrects cuyo origen e € origen del! vector y 1o
tontiene vy su modulo 1a longitud del Eegment% tfi1g. M 143,

Dos vectores opuestos tienen igual

Fieg.
direccidn y méduls, pere sentidob | — '
= - A®
opuestos, se denata BB = — BA. ovuEsTO UE
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39} Adicidn de vectores

plano on vector ABE = 3 y & partir de
entonces (fig. M 159):

2 +8 =Af + B = AD

£l mismo resultado se obtiene

g

_ Y 3 .
¥ A = B con origen  Ccomin y 5

completa gl paralelograms ARCD,
la dimgonal AD es la suma

3+ 8B = AR « B = B (fig. Mi1a).

2 e
Fara sumar dos vectores & v b, s coloea en un

puntn  del
T A

B oo vector

. e 4 -
s se onlocanr los vectores AR = a A ?;+_Tr

S
__’4"’-_—7_(_:{ -I-HE- - :L:;- o
C
Fig., M 14

i

diagonal TR (fig. M1s

[41) €1 producto de un vector 3 por un num

un vector o (£ig.Mi7) (TR

ene  igual direccidan vy

-+

. . > . .
Telagramn determingdn por a v b, la difereocis

segqundo. Se  puede comprobar que st ose consbreoy

LN

b

i

B

Fora restar vectores, se suma al primerp et opuesto dei

et a

B la

FT LY

irene
—
- b . [~
|sentido gque a a1 o > 0O
igual direccidn v sentide e

opusats =1 a0 0w cuvo

miel o es

el

La (%>0)

Fig. M 17

oo, B

PRSIV Tl o

- 2+
'odo vector a s8 puede expresar oomo

reg de direccronss perpendloul acos
wrhre w6l (fig.M 18, estos  dos

viertore: sgollaman cosponentes del

NNl | 3:
a = ir + 3V : [3\{ = 3] cos 8
i a l 2 3 & i =y 9

Lo smuma de

o

v tar
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[43, 1. abajo de una fuerza

l
N

i una fuerza P se desplaza segqun
un vectar 2 (fig. M 19), e. tra-
baio realizadp por # se calcula e

por la férmuia W = |F| |§=ﬁ| cos &

Areas ¥y Perimetros

44 ] Perimetros
Triangulo: a + b + e Faralelogramos 2a + 2b

Longitud de la circunterencia: 2Znr

o
Longitud del arco de anplitud &% 1 = e I
1gn°
tar medyda ern vadi angs)

[45]) Areas

Tiriangulo: & = -;— bh = '/p(p — alip ~ B)p - ) :("‘”"’_fﬁ'el':" de
. Taran .
= Y ab sen p

Rectangulo: & = ab Cuadrado: 6 = o
Rombo: A = L ab (a v b longitudes de lao oiagonsloes),

. b
Trapecio: A = [ E,_.':T__E ]h th v b’ baswes)
Circunferencia: A = ar

2ol nr'z(oc }
= T (o : medidas en radianesd,
sector 2r r

360°

Trigonometria

Signo de las razones trigonométricas

e ey
Cuadrantes
Raz “n —— : v e+ ar s
T TN Irx v
a il . grrlan ,
I oo gy < oo ¢ w|nw o< ¢ | T oo RN
) 2 s
SETD + + -
COseno + - - +
tangente + - + -
cotangente + - + -
4 —_ j—
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Identidades trigonométricas

r

z ] S8n o 2 1
=en x + cos x = 1 -~ == tan o 1 + tan"o = —mm
cos A 2
cas o
ras (atfi} = cosacos T senoserny?
ser (a3 = senacos? T cososen3
tana * tang?
SEy 200 T 2 sena cosa tan (ot = - -
» 0 f I ¥ tana tang
_ 2 2 _ 4 z _ - 2
Cos20 = cos o — sen o = 2eos o ~ 1 = 1 - Zgen’ o
2 tana + o -
tan2a= z sen a - sen 3 = 2 cos g @ sen S ﬁ
1 - tan"a = -
]48} Farmulas de reduccidn
- )
no— o T o - o
Sen SEN o —men o —Sen o
cos —C0s @ —Ccos al COs o
tan —tan o tan o —tan «
cot —cot o cot o —Ccot o

j'ﬂ Rel aci ones entre las funciones de angulos

tari os
Sen (g - o) = cas a (0 < o« g)
cos (g - o) = sen a (0 < o < ;)
tan(’zl—w:cmta (o <a<h
Een(;_‘+a:cosN 0 < a<h
cos (g + ) = -sen o (0 < a 7 g)
tan(g+a)=—cnta m«:’a<’21)

complemen -
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